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Capitulo 1

Formalismo Hamiltoniano I :
Ecuaciones de Hamilton

1. Introduccion

2. Transformacion de Legendre

3. Transformacion de Legendre y Ecuaciones de Hamilton
4. Formalismo Lagrangiano y formalismo Hamiltoniano

5. Estudio de varios casos particulares

1.1 Introduccion

1.1.1 Sistemas Dinamicos y sistemas Hamiltonianos

El objetivo de este capitulo es introducir un nuevo formalismo para el estudio de los sistemas
mecanicos. Sin embargo, en lugar de ir directamente al mundo de la mecanica, presentaremos
primero a los sistemas mecanicos como casos particulares de unos sistemas mas generales que se
conocen como sistemas dindmicos.

Por sistema dindmico entendemos un sistema que puede estar en distintos estados y que,
ademas, el estado en que se encuentra cambia o evoluciona con el trascurso del tiempo.

(i) El estado en que se encuentra el sistema puede ser caracterizado, en cada instante de
tiempo, por los valores que toman N variables reales x1,x2,...,zy, que pueden ser
geométricamente interpretadas como las coordenadas de un punto en un espacio N-dimensional
denominado “espacio de fases” del sistema.
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(ii) La evolucién temporal del sistema estd totalmente determinada por los cambios que sufren
las N variables z1,z2,...,zy. Las N funciones xy = x(t), k = 1,2,..., N, no son cono-
cidas a priori sino que deben ser obtenidas como solucién de un sistema de N ecuaciones
diferenciales de ler orden

d
%:fk(xl,xg,...,wj\[,t), k:1’27"'7N‘

Estas ecuaciones se denominan ecuaciones de evolucién del sistema.

A modo de ejemplo, consideremos, por simplicidad, un sistema dindmico caracterizado por
dos variables x e y. El espacio de fases serd bidimensional y las ecuaciones de evolucién seran

de la forma
dx dy
= = f(x t il
o = f@yt), -
Un caso particular importante, que sera estudiado con detalle, serd el caso en que exista una
funcion H = H(x,y,t) tal que las funciones f y g son de la forma

= g(xayat) .

0H oH

f:(?iy’ 9:—%>

de tal modo que las ecuaciones de evolucion del sistema adoptan la siguiente forma

de o ay_ o
dt 9y’ dt = Oz’

En este caso el sistema dinamico se denomina sistema Hamiltoniano y la funcién H Hamiltoniano
del sistema.

Por consiguiente, y de acuerdo con esta aproximacién, un sistema Hamiltoniano debe ser
considerado como un caso especial de sistema dindmico. Podemos representar esta situacion de
la siguiente forma

Sistemas Hamiltonianos C  Sistemas Dinamicos

Los sistemas Hamiltonianos son interesantes por diversas razones. En particular resulta

conveniente resaltar los siguientes dos puntos

(i) Desde el punto de vista matematico, los sistemas Hamiltonianos poseen propiedades matematicas
especificas bastante interesantes.

(ii) Desde el punto de vista fisico, resulta que todo sistema Lagrangiano regular determina un
sistema Hamiltoniano asociado.

Nos proponemos desarrollar un nuevo formalismo para la Mecédnica sustituyendo el formal-
ismo Lagrangiano por este nuevo formalismo Hamiltoniano.

M.F. Ranada ; Dep. de Fisica Tedrica



4 Capitulo 1. Formalismo Hamiltoniano I : Ecuaciones de Hamilton

1.1.2 Ecuaciones de segundo orden y ecuaciones de ler orden

Consideremos un sistema de n ecuaciones diferenciales de segundo orden

yg:fi(x7y7y/)7 7::177"'777"

Supongamos que introducimos el siguiente cambio en la notacién

/
Ui =Yi, Un+i=Y;-

Entonces el anterior sistema de n ecuaciones se transforma en el siguiente sistema de 2n ecua-
ciones diferenciales de ler orden

!/
U; = Uni
/ _ . i /
Upt; = fl(m7u]7uj)
Esta propiedad es cierta para todo sistema de ecuaciones de segundo orden y por consiguiente
también es cierta para las ecuaciones de Lagrange. En efecto, las n ecuaciones de Lagrange que,
escritas en forma normal con las aceleraciones despejadas, es un sistema de la forma

qZ:f’L(q7qut)7 i:177"‘7n7

se pueden presentar como un sistema de 2n ecuaciones diferenciales de ler orden
U = gal(ug,t), o,f=1,2,...,2n,

con las funciones g, definidas de la forma

9i = Uniti, YGnti = fz’(%»t)'

Esta forma de presentar las ecuaciones de Lagrange tiene dos grandes inconvenientes. FEn
primer lugar una notable falta de simetria ya que el primer grupo funciones g;, ¢ = 1,2,...,n, son
claramente distintas a las funciones g,1; del segundo grupo. En segundo lugar la forma peculiar
que tienen estas 2n ecuaciones no se mantiene invariante bajos cambios de coordenadas.

Nos proponemos introducir un nuevo formalismo que permita presentar las n ecuaciones de
Lagrange como un sistema de 2n ecuaciones de ler orden pero de una forma que no tenga los
inconvenientes del método general anteriormente expuesto.

1.2 Transformacion de Legendre

1.2.1 Definicién y conceptos basicos

Consideremos una funcién f = f(y) diferenciable y tal que d?f/dy? # 0. En ocasiones resulta
conveniente sustituir la variable y por otra nueva variable z que resulte mas adecuada para
ciertos propositos. Un caso particular es cuando la nueva variable z estd definida de la forma
z = df /dy. En términos geométricos el conjunto de puntos (y, f(y)) representa una curva y el

Mecdanica Tedrica : Mecdnica Hamiltoniana



1.2. Transformacion de Legendre 5

valor de z representa la pendiente de la tangente a la curva. Por consiguiente el cambio de y
por z se puede interpretar como una sustituciéon de la curva por la familia asociada de rectas
tangentes. Es claro que la curva determina la familia de rectas tangentes y, reciprocamente, una
familia de rectas (que no se crucen un punto y que no sean no paralelas) determina una curva
envolvente.

Miés concretamente, si f”(y) # 0 entonces la ecuacién z = f’(y) puede ser resuelta para y y
de esta forma obtener la funcién y = y(z). Entonces se denomina transformacién de Legendre
de la funcién f(y), y se denota por Lf(z), a la funcién definida de la siguiente forma

Lf(z)=yf'(y) - fly) = zy(2) — fly(2)].

Una propiedad importante es que si aplicamos dos veces la transformacion de Legendre recu-
peramos la funcién de partida. Esto significa que £L(Lf) = f y que por consiguiente la relacién
entre f y Lf es uno-a-uno. Ademsds la transformacién inversa de £ también es de tipo Legendre.

La transformacién de Legendre es interesante desde un punto de vista puramente matematico.
Pero lo que hace que sea realmente interesante es que hay determinadas teorias, como ciertos
formalismos adecuados para el estudio de la termodindmica o la mecdnica, cuyo estudio se
inicia utilizando cierta variable y y posteriormente se considera conveniente desarrollar la teoria
utilizando una nueva variable z. En estos casos el nuevo formalismo (basado en la utilizacién
de la variable z) se puede obtener como el resultado de aplicar la transformacién de Legendre
al antiguo formalismo (basado en la variable y).

1.2.2 La transformacion de Legendre para funciones de varias variables
Denotemos por M el conjunto IR"” x IR®
M={m=(z,y)/zeR", y € R°}
y consideremos una funcién diferenciable F' en M
F: M->R, (zry+— F(z,y)
que suponemos que satisface la siguiente propiedad

O*F
0y;0y;

@ﬂ }#O,Lj:LZ“W&

Denotemos por z; las funciones

78F
_3%"

2 zi = zi(x,y), i=1,2,...,s.

Entonces, utilizando z; podemos introducir un nuevo conjunto N de la siguiente forma

N={n=(z,z) /Jz e R", z € R}

M.F. Ranada ; Dep. de Fisica Tedrica



6 Capitulo 1. Formalismo Hamiltoniano I : Ecuaciones de Hamilton

La funcién F' permite definir una aplicacién, que denotamos por Dg y denominamos transfor-
macién de Legendre, entre los conjuntos M y N de la siguiente forma

Dp : M — N7 (:Ez,yj) - (:l:ivzj)a Zj = gj

Yj
Esto es, a cada punto del M (y-espacio) le corresponde un punto de N (z-espacio); la aplicacién
Dp deja invariantes las primeras variables x; y sustituye las segundas variables y; por las z;.

Conviene resaltar que la aplicacién Dr depende de F. Otra funciéon F:M— R, F #+ F,
determinard otra aplicacién Dy : M — N, (z,y) — (x,2), que en general serd distinta en
el sentido de que z # z (aunque también puede darse el caso de que F # F y sin embargo
Dp = Dp).

Teniendo en cuenta que las z; son funciones de la forma z; = z;(z,y), entonces, de acuerdo
con el teorema de la funcién implicita, podran resolverse para las y; si se cumple la condicién

d[ 53] ~aa[ L] 40, ni-1as

En este caso se puede definir una nueva funciéon G de la siguiente forma

G : N—->R, G(x,z):Zyjzj—F.
J

donde expresion de G debe entenderse de la siguiente forma

G(z,z) = Zyj(x, 2)zj — Fla,y(x, 2)].
J

Entonces se comprueba que las siguientes igualdades, que relacionan F con G, son ciertas

(7’) g}f]z:yka (”) (gaf;;:_g;;? k=1,2,...,s.

Hemos empezado considerando la funcién F' definida en M y hemos construido la funcién
G definida en N. Lo interesante de esta construccién es que posee una enorme simetria. En
efecto, porifamos haber empezado considerando la funcién G definida en N y construir la funciéon
F' definida en M. Ambos procesos son semejantes. Esta semejanza ya fue resaltada en el caso
unidimensional cuando comentamos que la inversa de la transformacion de Legendre es una
transformacion que también es de tipo Legendre.

La siguiente Tabla I resume las caracteristicas més importantes de la transformacion de
Legendre y resalta la simetria entre la construccién directa (columna izquierda) y la construccién

Mecdanica Tedrica : Mecdnica Hamiltoniana
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1.3. Transformacion de Legendre y Ecuaciones de Hamilton 7

Sea M el conjunto M = IR" x R?
con coordenadas (z,y)
reR", yeR?

Sea N el conjunto N = R" x IR?
con coordenadas (z, 2)
relR", zeR®

Consideremos la funcién
F:M—1R

Denotemos por z; las derivadas
Zk = oF / ﬁyk

Consideremos la funcién
G:N—-1R

Denotemos por y; las derivadas
Yk = oF / azk

Introducimos un nuevo conjunto N
con coordenadas (z, 2)

Introducimos un nuevo conjunto M
con coordenadas (z,y)

Utilizando F' definimos una nueva funcién
G:N—->R, (z,2) » G(z,2)

definida de la forma

G(z,2) = X, yjzj — F

Utilizando G definimos una nueva funcion
F:M—->1R, (z,y) — F(z,y)
definida de la forma

F(z,y) =3,y — G

La nueva funcién G satisface

0G [0z, = — OF /0xy,

La nueva funcién F' satisface

OF 0z, = — 0G /0xy,

Table I. Table showing the main properties of the Legendre transformation. The left columm
starts with the function F' on the space M and the right column starts with the function G on
the space N.

1.3 Transformacion de Legendre y Ecuaciones de Hamilton

El objetivo es la construccion de un nuevo formalismo utilizando los momentos. Recordemos
que un Lagrangiano L determina n funciones que denominamos momentos y denotamos por pj

pk =pr(q,q,t), k=1,2,...,n.

Es posible resolver estas ecuaciones para las velocidades ¢ 7 Esto es, es posible despejar las
gr v expresarlas como funcién de los ¢;s y los p;s 7 De acuerdo con el teorema de la funcién
inversa, la respuesta a esta pregunta es afirmativa siempre que se cumpla

Opx

M.F. Ranada ; Dep. de Fisica Tedrica



8 Capitulo 1. Formalismo Hamiltoniano I : Ecuaciones de Hamilton

0 equivalentemente

O*L
det [ — }
94 Oqr
Pero esta condicién es precisamente la condicion que se obtuvo en su momento como la propiedad
que caracterizaba a los Lagrangianos regulares.

Podemos resumir la situacion de la siguiente forma:

Proposicion 1 Supongamos que L es un Lagrangiano reqular. Entonces es posible obtener los
valores de las n velocidades g, como funcion de las n posiciones q; y los n momentos p;.

Llamaremos espacio de fases de los momentos y lo denotamos por 7% al espacio caracteri-
zado por las 2n coordenadas ¢; y p;

T*Q = {(qap) | q= (q1>q27 s 7qn) y D= (php?a cee 7pn>}

Consideremos un Lagrangiano regular L. Entonces L determina una aplicacién, que deno-
tamos por D y denominamos transformacion de Legendre, de la siguiente forma

Dy, TQ — T*Q
qi, qi qisPi) s Pi = a(_h

Esto es, a cada punto del espacio de fases de las velocidades T'Q) le corresponde un punto del
espacio de fases de los momentos T*@Q; la aplicacién Dy deja invariantes las posiciones ¢; y
sustituye las velocidades ¢; por los momentos p;.

Conviene resaltar que la aplicacion Dy, depende del Lagrangiano L. No existe una trans-
formaciéon de Legendre tnica sino que cada funcién L determina una transformacion asociada
Dp. Si Ly L son dos Lagrangianos regulares L # L entonces cada uno determina su propia
transformacién, L — Dy y L — Dy, de tal forma que en general Dy, # DL (aunque también
puede ocurrir que Dy, = DL)

Denominamos Hamiltoniano (o funcién Hamiltoniana), y lo denotamos por H, a la funcién

H:TQ — R,

p)zzq'jpj—L-
J

La expresién de H puede parecer algo contradictoria ya que el miembro de la derecha de-
pende aparentemente de las velocidades. Es conveniente resaltar que la expresién anterior debe
entenderse de la siguiente forma

definida de la forma

qu ¢,p)p; — Lla.d(a, )]

y, por supuesto, si consideramos sistemas que dependen del tiempo entonces tendriamos

H(q,p,t qu ¢,p,t)p; — Llg, 4(q,p, ), 1]

Mecdanica Tedrica : Mecdnica Hamiltoniana



1.3. Transformacion de Legendre y Ecuaciones de Hamilton 9

Proposicion 2 La evolucion temporal de las coordenadas q; y los momentos p; estd gobernada
por las siguientes ecuaciones

d OH d OH
' =5 Y b= = ) =1,2, )
(#) dar Op; (i) dat Pt 0g; ! "
que se denominan ecuaciones de Hamilton.
Dem.: Recordemos que
H(q,p,t Zq] a,p,)p; — Llg, 4(g,p,t), 1]

(i) La derivada parcial de H con respecto a py viene dada por
OH . 6q] oL Oqj
Op _Z<8p )pﬁ% zj:(aqj)<apk>’

teniendo en cuenta que la derivada 0L/J¢; representa el valor del momento p;, la expresion
anterior se reduce a

on
Opy,

(ii) Analogamente, la derivada parcial de H con respecto a g viene dada por

0 04 0 0 0
oS- 252 (%),

= q -

de lo que se deduce que
oH _ oL _ _d (@)
Oqx Oqx, 9g;
lo que conduce a
oH |
B = Dk -
O
Conviene resaltar que para obtener estas ecuaciones hemos utilizado la definicién de momento
p; v las ecuaciones de Lagrange. En este sentido se puede considerar que las ecuaciones de
Hamilton son consecuencia de las ecuaciones de Lagrange. Esto es, si se asume que las ecuaciones
de Lagrange son ciertas entonces las ecuaciones de Hamilton también lo son.
Hemos obtenido los valores de las derivadas parciales de H con respecto a ¢; y a p;. Resulta
conveniente estudiar también la dependencia de H con respecto al tiempo. En primer lugar la
derivada parcial con respecto a ¢ viene dada por

3 =2 (an -2 (5) (3) -5

M.F. Ranada ; Dep. de Fisica Tedrica



10 Capitulo 1. Formalismo Hamiltoniano I : Ecuaciones de Hamilton

Teniendo en cuenta de nuevo la definicién de momento, obtenemos
OH oL
ot ot
Una consecuencia de esta relacion es que si un Lagrangiano L independiente del tiempo, esto es

OL/0t = 0, entonces el Hamiltoniano H también es independiente del tiempo.
Consideremos ahora la evolucion temporal de la funcién H. Viene dada por

dH OH\ . OH \ . OH
ar = 2+ G+
Sustituyendo ¢x y pr por sus valores obtenidos de las ecuaciones de Hamilton llegamos a

T2 (2 (2 (0 o

k k
lo que conduce a
ai _ o1
dt ot

En resumen, se cumple la siguiente propiedad. Si un Lagrangiano L es independiente del
tiempo entonces la funciéon H es constante del movimiento. Podemos resumir esta propiedad de

la siguiente forma

. OL
Si E_O entonces E_O'

1.4 Formalismo Lagrangiano y formalismo Hamiltoniano

La siguiente tabla presenta un resumen comparativo entre el formalismo Lagrangiano y el for-
malismo Hamiltoniano. Distinguiremos dos apartados.

(i) Propiedades geométricas

FORMALISMO LAGRANGIANO HAMILTONIANO
Espacio TQ de fases de T*@Q de fases de
las velocidades los momentos
Dimensién dim TQ = 2n dim T*Q = 2n
Coordenadas n posiciones g; n posiciones g;

n velocidades ¢;

n momentos p;

Mecdanica Tedrica : Mecdnica Hamiltoniana



1.5. Estudio de varios casos particulares

(ii) Propiedades dindmicas

11

FORMALISMO LAGRANGIANO HAMILTONIANO

Funcién Lagrangiano L Hamiltoniano H

principal L:TQ—-R H:T"Q —- R
L =L(q,q) H = H(q,p)

Caso dependiente
del tiempo

L:TQxR—R
L= L(q,q,t1)

H:T"QxR—> R
H = H(q,p,t)

Ecuaciones del

Ecuaciones de

Ecuaciones de

movimiento Lagrange Hamilton
d 0L 0L . o0H . oH
pricrallewl Gj=5— Pi=—7"
dt 0¢;  0Og; ! dp; ! Op;

Caracteristicas de n Ec. Dif. de 2n Ec. Dif. de

las Ecuaciones 2do orden ler orden

1.5 Estudio de varios casos particulares

Particula libre

En este caso el potencial es nulo, esto es V = 0, y el Lagrangiano L es simplemente el término
cinético. Utilizando coordenadas cartesianas x,y, z,

1
L:T:§m(vg—|—vfj+v§),

y los tres momentos, p;, py y p-, son

oL OL oL
— =mwv = — =nmu = — =mu,.
Dz zs Py By yy Pz 0% z

~ 0k

El Hamiltoniano es simplemente el término cinético reescrito en el lenguaje de los momentos

1 2 2 2
H= %(px+py+pz)-
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12 Capitulo 1. Formalismo Hamiltoniano I : Ecuaciones de Hamilton

Las seis ecuaciones de Hamilton

4, _9H d __OH
dt l_apia dtpl_ 6.’Ei’
quedan de la siguiente forma
d _pi d 0

Ry alpey
" T m
donde hemos utilizado la notacién x1 = z, z9 =y, 3 = z.

Particula puntual de masa m sometida a fuerzas que derivan de un potencial.

En este caso el numero n de grados de libertad es n = 3. Como coordenadas generalizadas es
pueden tomar las coordenadas cartesianas x,y,z. La Energia potencial es V = V(z,y,z2) v la
Energfa cinética T = (1/2)m(i? + ¢* + 2%). El Lagrangiano viene dado por

L:T:%m(vi%—vi%—vf)—V(aﬁ,y,z),

y las tres momentos p;, py y p. son

oL oL OL
= = muv. = —— = Mmv = — =M
vy z, Dy avy yy Pz P) )

Dz

y las seis ecuaciones de Hamilton

4 _od 4 OH
at Ty at T T aay
conducen a
d i d ov

= Spi=— '
at™"  m dt pi ox;
donde hemos utilizado la notacién x; = x, z9 =y, x3 = 2.

Oscilador arménico uni-dimensional.

En este caso el nimero n de grados de libertad es simplemente n = 1. Como tnica coordenada
generalizada se puede tomar ¢ = . La Energia potencial es V = (1/2)kz? (k es una constante)
y la Energia cinética T = (1/2)mwv2. Por consiguiente, el Lagrangiano es

L= %mvg — %k‘l‘Q,

de tal forma que el momento p, viene dado por

Mecdanica Tedrica : Mecdnica Hamiltoniana



1.5. Estudio de varios casos particulares 13

El Hamiltoniano H viene dado por

I 5 1, 9

de tal forma que las ecuaciones de Hamilton

d OH d _OH

dtxzapgﬁ7 al® = ar

resultan las siguientes ecuaciones diferenciales

dt m %px:—k:x.

Péndulo simple.

El péndulo se mueve en un plano vertical pero, como hay una ligadura, la particula de masa m
se mueve a lo largo de una circunferencia de radio igual a la longitud constante de la varilla;
por consiguiente se trata de un sistema uni-dimensional y el nimero n de grados de libertad
es simplemente n = 1. Como coordenadas generalizada se puede tomar el dngulo ¢ = 6 que
forma la varilla con la vertical. Si denotamos por L la longitud de la varilla entonces la Energia
potencial es V = mgL(1 — cos#) y la Energfa cinética T = (1/2)mL?§%. Por consiguiente, el
Lagrangiano es
L= %mszg —mgL(1 — cos?),

de tal forma que el momento py viene dado por
= — =mL%vy,
El Hamiltoniano H viene dado por
H= 02 4 mgL(1 - cost)
= — m — Cos
szg Do g )

v las ecuaciones de Hamilton

d, OH 4 _ OH
at’ " opy’ At T a0

conducen a

d d
0= anQ , apg = —mgLsen@ .
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14 Capitulo 1. Formalismo Hamiltoniano I : Ecuaciones de Hamilton

Oscilador arménico bi-dimensional.

En este caso el nimero n de grados de libertad es n = 2. Como coordenadas generalizadas
es pueden tomar las coordenadas cartesianas q1 = z,q2 = y. La Energia potencial es V =
(1/2)(k12* + kay?) (k1 y ko son constantes) y la Energfa cinética T' = (1/2)m(v3 + v;). Por
consiguiente, el Lagrangiano es

L= %m(vi + vz) - %(kle + koy?).
El Hamiltoniano H viene dado por

Ly 2 1 2 2
H = om (pz +py) + 5 (k12" + kay”) .
y las cuatro ecuaciones de Hamilton
d OH d OH d OH d oOH
- L= s Y= 7 Pe=——75, Py =— 7>
dt Ops dt Opy dt or dt oy

conducen a
R R A Sy )
dt” " m’ dt?  m’ At Mty 27
Particula puntual de masa m moviéndose en el plano bajo una fuerza que depende
de la distancia r al origen.

En este caso el nimero n de grados de libertad es n = 2. Como coordenadas generalizadas es
pueden tomar las coordenadas polares g1 = r, g2 = 6. La Energia potencial es V = kV (r) (k es
una constante) y la Energfa cinética T = (1/2)m(v? + r?vZ). Por consiguiente, el Lagrangiano
es

L= %m(vf +r203) — kV(r),

y los dos momentos, p, y pg, vienen dados por

oL oL )
= = My, P — =— =Mrvg.
vy

8’09

br

El Hamiltoniano H viene dado por
1 >, Pi
H(r,¢.pr.po) = 5~ (pr + 772) +kV(r),
y las cuatro ecuaciones de Hamilton
d OH d OH d OH d OH
i o A o & o &M o8

conducen a
ppody_p o d_ _pj AV d

— T 9 N - - hToy N =0.
dt m dt mr2 dt br mr3 dr dt Po
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Péndulo esférico.

En el caso de un péndulo esférico el movimiento estd confinado a una superficie esférica de radio
L; por consiguiente se trata de un sistema bi-dimensional y el niimero n de grados de libertad
esn =2.

Recordemos, en primer lugar, que las ecuaciones que relacionan las coordenadas Cartesianas
(x,y, z) con las coordenadas esféricas (L, 6, ¢) son las siguientes

x=Lsenfcos¢, y=Lsenflsen¢p, z= —Lcosh.
La energia cinética T y el potencial V' vienen dados por

T = %mLz(vg + sen? 91}5,) ,  V=mgL(1 - cos?),

de tal forma que V = 0 en la posicién de equilibrio (x,y, z) = (0,0, —L). El Lagrangiano viene
dado por
L= lmL2(v2 +sen? B v2) — mgL(1 — cosh)
2 6 10} g .

y los dos momentos, pg y pg, vienen dados

OIL
—— =mL?v =" =mL%sen’0u,.
" 9 Do Doy ¢

El Hamiltoniano del sistema H viene dado por

2
1 D
H(0,$,p0,pp) = Py (pg + s1n§9) +mgL(1 — cos ),

v las cuatro ecuaciones de Hamilton

doy_0d d _0H d = O0H d _ OH
at’  opy dt’ " op, att’T a0 @t T 0

conducen a

d Po d Po d Py cos 0

— 6 = — = — — = -
dt mL?2’ dt mL2sin?0’ dt po mL?2sin> 0

d
—mgLsenf, ﬁpquo.

Particula puntual de masa m moviéndose en el espacio bajo una fuerza que depende
de la distancia r al origen.

En este caso el nimero n de grados de libertad es n = 3. Como coordenadas generalizadas se
pueden tomar las coordenadas polares esféricas g1 = 7, g2 = 6, q3 = 1 (¢ es la colatitud). las
ecuaciones que relacionan las coordenadas Cartesianas (x,y, z) con las coordenadas esféricas,
(r,0,1) son las siguientes

r=rseniycosf, y=rsenysend, z=rcosy,
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16 Capitulo 1. Formalismo Hamiltoniano I : Ecuaciones de Hamilton

de tal forma que la energia cinética T" queda de la siguiente forma
T= %m(vi + U; +02) = %m(vz + r?sen® Y vi + 7“21)1%) .
El potencial V' es central y solo depende de la coordenada radial, esto es V = V(r). Por

consiguiente el Lagrangiano L del sistema es

1

L= §m(v +r?sen® Y vg + 12 ) kV(r), (k es una constante),

y los momentos, p,, pg y py, vienen dados por

= = mu,, = — =mr-sen” Yy, = — =mrivy,.
pT‘ al}r (s p@ 61}9 0 p?//’ avw 7}1

El Hamiltoniano H es

1 p¢ pg
H = ( 7> )
o \Pr + 2 + "2 sen? ¢ +EV(r)

El primer grupo de Ec. de Hamilton
d 0H d P 0H d 0H

%Tzﬁpr’ dt~  Opg’ dt  Opy’

queda de la forma
d _—p d Po d 12
i " m w’ T mrsne @’
y el segundo grupo de Ec. de Hamilton
d OH d OH d OH

e A R R T
conduce a las ecuaciones

d d pg cos vy

0, —py=——0C0
at?’ = arbe mr? sen? 1

d P v} :
S = —kV'(r),
TR — + mr3 sen? v (r)

Particula en un campo E.M.

Consideremos una particula de masa m y carga eléctrica ¢ moviéndose en una cierta region del
espacio bajo la accién de un campo eléctrico E y un campo magnético B.

En este caso el nimero n de grados de libertad es n = 3 (no hay ligaduras y el espacio
de configuracién @ es el espacio Euclideo tridimensional IR?) y resulta adecuado utilizar como
coordenadas generalizadas las coordenadas Cartesianas g1 = z, g2 = y, v g3 = 2. Recordemos
que la fuerza de Lorentz ﬁem, que es una fuerza que depende de la velocidad ¥, se puede expresar
como una fuerza que proviene de un potencial U dado por

U=q® - %U-E)
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1.5. Estudio de varios casos particulares 17

que depende de la velocidad. Como consecuencia de ello el sistema particula con masa m y
carga ¢ moviéndose en una region del espacio bajo la accién de una fuerza Fon generada por un
campo electromagnético (E , E) es un sistema Lagrangiano.

El Lagrangiano es

1 L 2
L:T—U:§m(v§+vg+vf)—q<®— E?)‘A),

de tal forma que los tres momentos p;, py, y p-, vienen dados por

oL

- O0vg

L
Pz :mvz+%Az.

q
=mu, + - A =
Vg c zy Py 91}2

q
— =mu, + - A,, =
Ovy y Ty P

Utilizando estas expresiones, podemos despejar las velocidades en funcién de los momentos
1 q 1 q 1 q
U:p:*(px—*Am)a Uy:*<py_*Ay>a Uz:*<pz—*Az)a
m c m c m c
y construir el Hamiltoniano que resulta ser
1 7,1\ q ,\? 7,1\
1=l 20" () -2
m c c c

Las Ec. de Hamilton, que son las siguientes seis ecuaciones

a4 _om 4 oH ..
dtj_apj’ dtpj_ 8a:j’ J= 59
resultan p .
_ (. 4
$ij—m<p] CA]>’

3
d ¢ q 0A; 0P
i e (A G g,
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Capitulo 2

Formalismo Hamiltoniano 1II :
Paréntesis de Poisson

1. Paréntesis de Poisson
2. Paréntesis de Poisson fundamentales y ecuaciones de Hamilton
3. Paréntesis de Poisson y constantes del movimiento

4. Estudio de tres casos particulares

2.1 Paréntesis de Poisson

2.1.1 Evolucién temporal de una variable dinamica

La derivada con respecto al tiempo ¢ de una variable dindmica R vendra dada por

dR OR . OR OF
dt:;<8qi%+apipi> +§7

Recordando que los valores de ¢; y p; vienen dados por las ecuaciones de Hamilton obtenemos

dR Z(&R OH OR aH) OR

au o opi  op; 0g) T At

i
La expresion del sumatorio se denomina Paréntesis de Poisson de la funcién R con el Hamilto-
niano H y se denota por {R, H}

{R,H}:Z<m§w_mzm1>_

18



2.1. Paréntesis de Poisson 19

La derivada con respecto al tiempo t queda pues de la siguiente forma

dR OR

— ={R,H —.

dt {7, 1)+ ot

En el caso particular de que R no dependa explicitamente del tiempo, la expresién anterior se

reduce a .
— = H}.

En consecuencia, una forma alternativa de calcular la evolucién temporal de una variable
dindmica es calcular su P. de P. con el Hamiltoniano.

2.1.2 Paréntesis de Poisson : Definicién y propiedades

Sean R y S dos variables dindmicas. Se denomina “Paréntesis de Poisson“ de R con S y se
denota por {R, S} a la funcién definida de la siguiente forma

OR 0S OR 0S
D )

Por consiguiente el Paréntesis de Poisson de dos variables dindmicas (funciones) es una nueva
variable dindmica (funcién). Si denotamos por F(77Q) el conjunto de todas las funciones difer-
enciables definidas en el espacio de fases entonces el Paréntesis de Poisson se puede considerar
como una aplicacién definida de la siguiente forma

{ -} FQ)xr(1°'Q)  —  F(TQ)
(R, S) - {R,S}

En este sentido la aplicacién (R, S) — {R, S} se puede interpretar como un producto entre dos

funciones. Se trata de un producto algo peculiar ya que depende de las derivadas de las funciones

y, por supuesto, es totalmente distinto al producto ordinario de dos funciones (R, S) — RS.
La aplicacién Paréntesis de Poisson posee las siguientes propiedades :

(i) Linealidad

{01R1+02R2,S} = Cl{Rl,S}+CQ{R2,S}
{R,c151 + 252} = ci{R,S1} + c2{R, S2}

(ii) Antisimetria

{S,R} = —{R,S}
(iii) Identidad de Jacobi

(R{S,T}} + {T,{R,S}} + {S.{T,R}} = 0
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20 Capitulo 2. Formalismo Hamiltoniano 1I : Paréntesis de Poisson

(iv) Regla de Leibniz
{R,ST} ={R,S} T+ S{R,T}

Un espacio vectorial A en el que ha definido un producto no asociativo * que asocia a cada
par de vectores a,b € A un nuevo vector (a,b) — a *b € A, que satisface las tres primeras
propiedades, se dice que posee de una estructura de algebra de Lie. La costumbre es denotar
este producto de la forma [a, b] en lugar de axb. Por consiguiente en un élgebra de Lie se cumple

(i) Linealidad

[k1a1+k2a2,b] = k‘l[al,b]ﬁ-kﬂag,b]
[a,k‘lbl—i-kaz] = kl[a,bl]—l-kg[a,bg]
(ii) Antisimetria
[bva]:*[avb]

(iii) Identidad de Jacobi
[a,[b,c]]+ e [a,b]]+[b[c,a]l]=0

Por consiguiente la definicion de paréntesis de Poisson confiere al conjunto de variables
dindmicas (funciones en el espacio de fases) una estructura de algebra de Lie

El conjunto de las variable dindmicas F(T*Q) [F(T*Q x IR) en el caso dependiente
del tiempo| tiene estructura de dlgebra de Lie.

La propiedad (iv) recuerda claramente a la regla de Leibniz que caracteriza la derivada de

un producto i of p
a0 = (G)o+ (%)

Un élgebra de Lie en la que también se cumple la propiedad (iv) con respecto a un producto
normal asociativo, (f,g) — fg, se denomina “dlgera de Poisson”. Por consiguiente la definicién
de paréntesis de Poisson confiere al conjunto de variables dindmicas (funciones en el espacio de
fases) una estructura que no sélo es dlgebra de Lie sino también es dlgera de Poisson.

El conjunto de las variable dindmicas F(T*Q) [F(T*Q x IR) en el caso dependiente
del tiempo| tiene estructura de dlgebra de Poisson.

2.2 Paréntesis de Poisson fundamentales y Ecs. de Hamilton

2.2.1 Paréntesis de Poisson fundamentales

Un caso interesante de paréntesis de Poisson { R, S} es el caso particular en el que las funciones R
y S sean precisamente las coordenadas ¢, o los momentos ps. Mediante calculo directo obtenemos

_ 9qr 0qs  0qr Oqs .
{qT‘7QS} - 2(87%8701_879@87%) —07

%
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2.3. Paréntesis de Poisson y constantes del movimiento 21

B Opr Ops ~ Oqr Ops\

%

asi como

_ dqr Ops  Oqr Ops .
{ar:ps} = Z<87qz 8701 - 8792 87%) = 0ys,

i

donde d,5 es la delta de Kronecker. En resumen, hemos obtenido

{QMQS} =0, {praps} =0, {%wps} = Ops

que se denominan paréntesis de Poisson fundamentales.
A pesar de su aparente simplicidad, se verd posteriormente que estos paréntesis de Poisson
fundamentales desempenan un papel importante en el formalismo Hamiltoniano.

2.2.2 Ecs. de Hamilton y Paréntesis de Poisson

Los paréntesis de Poisson de las funciones ¢, y p, con el Hamiltoniano H vienen dados por

wm = S (G- =5

{p, H} = i(%al{_%aﬂ):_aﬂ

Por consiguiente las ecuaciones de Hamilton, que son las ecuaciones de evolucién de un
sistema Hamiltoniano, se pueden presentar en funcién de los paréntesis de Poisson

d

: o d _
(4) %%’:{QiaH}, (i) —aqi={pi,H}, i=1,2,...,n.

dt

2.3 Paréntesis de Poisson y constantes del movimiento

Hemos visto que los paréntesis de Poisson estdn relacionados con las propiedades fundamentales
de un sistema Hamiltoniano. En esta seccién estudiaremos las propiedades de las constantes del
movimiento utilizando lel formalismo de los paréntesis de Poisson.

A continuacién demostraremos, utilizando las propiedades de los paréntesis de Poisson, las
dos propiedades siguientes

Proposicién 3 (i) Toda combinacion lineal de constantes del movimiento es una constante del
movimiento. (i) El producto de dos constantes del movimiento es una constante del movimiento

Supongamos que R; y Rs son dos constantes del movimiento para un cierto Hamiltoniano
H. Entonces se cumple
d 8R1 d 8R2

7R1:{R17H}+W207 7R2:{R2,H}+ﬁ

dt dt =0
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22 Capitulo 2. Formalismo Hamiltoniano 1I : Paréntesis de Poisson

(i) Consideremos la combinacién lineal R = ¢1 Ry + caRs. Entonces teniendo en cuenta que

{R H} - {CIRI + C2R27H} - Cl{Rl,H} + 02{R27H}7
0 Ry Ry

a R = ot (ClRl + CQRQ) 8t + CQW s
se deduce que
0 0
{R, H} + a R = {61R1 + c2Ro, H} + a(clRl + CQRQ)
OR OR
= a({rH} + 50 ) +a({R HY + 52 ) = 0.
(ii) Consideremos ahora el producto Ry Ry. Entonces teniendo en cuenta que
{R1Ry,H} = gf}%, H}Ry + Ri{Ry,H}
grlfuf) = Tl By
se deduce que
0 OR OR
{RiR2, H} + (RlR2) = {Ri,H}Ry+ Ri{Ry,H} + Er LRy + Ry 8t2
. 8R1 8R2 o
= (tRo Y+ ) R+ Ry ({Re, H} + 52) = 0.

Estas dos propiedades son bastante sencillas y son simple aplicacién de las propiedades
bésicas de los paréntesis de Poisson. La siguiente propiedad, que es algo mas avanzada, de-
sempenard en lo que sigue un papel importante.

Proposicién 4 Consideremos un sistema Hamiltoniano. Entonces la derivada con respecto al
tiempo del paréntesis de Poisson de dos variables dindmicas R y S viene dada por

d
RS —{ RS} +{R Zs).
{ } p
Recordemos, en primer lugar, que si la evolucién temporal es Hamiltoniana entonces el

cambio que sufre una variable dindmica F' viene dada por

oF
ot

Consideremos el caso particular en el que la funciéon F' es una funcién que procede del paréntesis
de Poisson de dos funciones R y S

dF
o = W HY+

F — {R,S}
Entonces obtenemos

d 0
RS} ={{R.S}, H} + 5 {R,S}.

Calcularemos por separado cada uno de los dos sumandos de la derecha.
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(i) Célculo del Paréntesis de Poisson {{R, S}, H}

Dado que se trata de una expresién que envuelve a tres funciones, R, S y H, parece
adecuado utilizar la identidad de Jacobi

{{R’S}7H} + {{H,R},S} + {{S’H}7R} =0,
de lo que se deduce que

{{R7 S}7H} = {{R,H},S} + {R7 {S7H}}

(ii) Célculo de la derivada 0/0t{R, S}

Este segundo sumando se puede calcular por calculo directo (la derivada de una suma es
la suma de las derivadas, etc)

0 0 OR 0S OR 0S
s B8 = 52 (50 5~ o 90)

i

O*R 0S OR 0°S 0*’R 9S OR 0°S
>( )

0tdq; Op; | Oq; Dt0p;  9t0p; O p; 9t 0g;

i
que, si se agrupan los términos adecuadamente, se puede reescribir de la forma

) 9’2R 9S  9°R 9S OR 89S  OR 082S
a{R’S} - Z(@t@qi@_87581)1-87(]1-)—'_2(87%8758@_8791'3758(]2-)

- {zrs}+{rgs}

Sumando las dos contribuciones, (i) y (ii), obtenemos

%

9 (R, = (1Y, S} + (R s, HY) + {92 s} 4 [ 2

que se puede reescribir de la forma

OR

Cinsy = [{{R,H},S}+{m,5}] " [{R, {S,H}}Jr{R,(z)fﬂ

dR s
- [} {ni)
{ a s U "
Una consecuencia de esta propiedad es lo siguiente.

Teorema 1 FEl paréntesis de Poisson de dos constantes del movimiento es una constante del
movimiento.
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Sean Ry S dos constantes del movimiento

d d
ZR=0, —8=0.
dt Todt

Entonces p p p
IR, S :{—R,S} {R,—S}:O.
dt { } dt + dt
Esta propiedad puede ser utilizada como método para construir o generar nuevas constantes

del movimiento. Sin embargo conviene resaltar que este procedimiento no garantiza que la nueva
constante del movimiento sea independiente de las constantes previamente conocidas.

2.4 Estudio de tres casos particulares
2.4.1 Oscilador armodnico bidimensional
Consideremos el Hamiltoniano del oscilador armonico bidimensional

L o9 9y, 1,2, 2
H:%(Px+i?y)+§k(x +y°).

Las siguientes tres funciones
L= 24 pme? =124 pm? J= _
1_2px 2 mx-, 2_2py 9 my-, —xpy YPx »
tienen paréntesis de Poisson nulos con el Hamiltoniano
{IDH}:Oa {127H}:07 {J’H}:())

lo que significa que son constantes del movimiento. Se trata, como se ve facilmente, de las dos
energias uni-dimensionales, Iy = E, e Is = E,, y el momento angular.
El paréntesis de Poisson de J con I; determina una nueva funciéon

{J> Il} = PPy + kmzy ,

que, de acuerdo con la proposicién anterior, debe ser una constante del movimiento. En efecto
se comprueba que

{papy + kmay, H} =0.

2.4.2 Problema de Kepler bidimensional

Consideremos el Hamiltoniano Hg del problema de Kepler bi-dimensional

1 k
Hg = —— (P2 +p2) — ———, k>0.
K =5 0z + 1) o B
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Las siguientes tres funciones
J = xpy — ypa,
mkx mky

Ay = (apy —ypa)py — —F———=, Ay = UPz — 20y)P2 — —F—7—,
x (y x)y \/m Yy (30 y)a: \/m

conmutan, en el sentido de Poisson, con el Hamiltoniano
{JJH} =0, {A; H}=0, {A,H}=0.

Representan el momento angular y las dos componentes del vector de Laplace-Hamilton.

Si calculamos los paréntesis de Poisson de estas tres funciones entre si, obtendremos nuevas
funciones que deben ser también constantes del movimiento. El resultado es que el paréntesis
de Poisson de J con una de las componentes de A nos da la otra componente de A

{J, A} =4y, {J A} =-A,,

y el paréntesis de Poisson de A, con A, nos da una funcién que resulta ser el producto de J por
el Hamiltoniano

{Ay, Aa:} = szHK .
2.4.3 Potencial central

Consideremos el Hamiltoniano H de una articula puntual de masa m moviéndose bajo una
fuerza que depende de la distancia r al origen

1
H (%)(pi—l—pz—l-pg)—kk‘/(r), T2:x2—|—y2—|—22.

En este caso las tres componentes J;, i = x, ¥, z, del momento angular
Jo =yp. — zpy,  Jy = 2pe — P2, J= TPy — Yba,
tienen paréntesis de Poisson nulos con el Hamiltoniano
{Jey H} =0, {J,,H}=0, {J.,,H}=0,

lo que significa que son constantes del movimiento. Se comprueba que los P. de P. de estas tres
funciones vienen dados por

{J:ca Jy} = Jz: {JZ7 J:(:} = Jy7 {Jya JZ} =Jg.
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Capitulo 3

Ecs. de Hamilton y formalismo
variacional

1. Introduccién
2. Principio de Hamilton modificado

3. Comentarios

3.1 Introduccion

Hemos visto que las ecuaciones de Lagrange se pueden obtener utilizando métodos variacionales.
Ma3s concretamente, probamos que las ecuaciones de Lagrange son las ecuaciones de Euler aso-
ciadas al principio de Hamilton

Las trayectorias
qi:qi(t), ’i:l,?,...,n,

seguidas por un sistema Lagrangiano entre los tiempos t1 y to son aquellas que hacen
que la integral

Splgi(t)] = / " Llqt). 4(t), 1) dt

alcance un valor extremal.

Hemos obtenido las ecuaciones de Hamilton utilizando la transformaciéon de Legendre.
Seria altamente positivo poder probar que las ecuaciones Hamilton son también deducibles
como consecuencia de un principio variacional.
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3.2. Principio de Hamilton modificado 27

3.2 Principio de Hamilton modificado

Denotemos por £ la funcién que se obtiene considerando el Lagrangiano L como funcién de las
4n variables (gi, Gi, pi, pi) (caso independiente del tiempo) 6 las 4n + 1 variables (g;, i, pi, i, t)
(caso dependiente del tiempo)

‘C(Qlaqupwpht) = Zqul - H(Q7p7 t)
i

En este caso, el funcional S se puede reescribir de la siguiente forma

to
t1

Sclai(t), pi(t)] = / [Z Gipi — H(q, p, t)} dt

La condicién de que S, escrito de esta nueva forma, alcance un valor extremal se denomina
Principio de Hamilton modificado.

Las trayectorias
qi :C_h(t)a bi :pz(t)a i = 1a2a"'7n’

seguidas por un sistema Hamiltoniano entre los tiempos t1 y to son aquellas que
hacen que la integral

to
t1

Sclai(t), pi(t)] = / [Z Gipi — H(q,p, t)} dt

alcance un valor extremal.

El problema consiste en la obtencién de las ecuaciones que determinan las 2n funciones ¢;(t),
pi(t), que, cumpliendo ciertas condiciones de contorno

(ar(t1), pe(t1)) = (Qr1, Pk1)s  (g(t2),pi(t2)) = (G2, Pr2),  k=1,...,n

hagan extremal la integral Sp.

Debe quedar bien claro que estamos considerando las 2n funciones (g;(t),pi(t)) como 2n
funciones independientes; por consiguiente se trata de un problema variacional con (i) una
variable independiente ¢, (ii) 2n funciones incégnita ¢;(t) y pi(t), i = 1,2,...,n, y (iii) las

correspondientes 2n funciones derivadas ¢;(t) y pi(t), i = 1,2,...,n.
Recordemos que el método de Euler consiste basicamente en lo siguiente. En primer lugar
se introduce un pardmetro « que toma valores en un cierto intervalo o € Ig, Ir = [ R, R],

y una familia de funciones ¢;(t, ), p;(t, @), dependientes de v que satisfacen las condiciones de
contorno para todos lo valores de o.. Entonces para pequenos valores de « es posible utilizar la
siguiente representacion de estas funciones

gi(t,a) = q(t) +amn(t),
) = pilt) Fan(t),
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28 Capitulo 3. FEcs. de Hamilton y formalismo variacional

donde las funciones n;(t), 7;(t), se denominan variaciones de las ¢;(t),p;(t), i = 1,2,...,n,y
satisfacen las siguientes condiciones de contorno

)

to
to)

ni(t) = mi(
ni(t) = mi(

La accién del funcional Sy sobre las funciones ¢;(¢, o), pi(t, @) queda de la siguiente forma

0,
0.

to
Sﬁ[Qa(t)7pa<t)] = ['[ Qa(t)a Qa(t)apa(t)7pa(t>v t] dt.
t1
Teniendo en cuenta que la integracién es con respecto a t, el resultado se puede considerar como
una funcién que depende de «

to
S[a] = [’[qa(t)’qa(t)’poc(t)apa(t)7t]dt
t1
y la condicién de que el funcional S, alcance un valor estacionario se transforma en que la
funcién S|a] sea independiente de « en primer orden.
La derivada de S con respecto a « vendra dada por

s " dL dq;  OL g; oL Op;  OL Ip;
do t [Z(aqz‘aa+3%804>+Z(8pi8a+8pi8a)} dt.

i i
Realizando una integracién por partes, teniendo en cuenta que

oqi i~
%_nl(t)v da _771<t)7

e incorporando las condiciones de contorno llegamos a

t2
o=, |2 e 25— )

% %

Teniendo en cuenta que las derivadas de £ con respecto a q;, p;i, ¢i, y p; vienen dadas por

oL 9H 9L . OH 9L L
oq;  Ogq;’ 3]%_% opi’ 3(Jz’_p“ Opi

0,
llegamos finalmente a la siguiente expresién
dS t2 0H 0oH
— = — = —Di )i li——— |mi| dt.
da /m {zl:( dq; p)n +zi:(q 3]91’)”]

Recordando que las 2n variaciones

5%':771'7 5]91':772',
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3.3. Comentarios 29

son funciones arbitrarias, obtenemos que la integral resultante sera igual a cero si y solo si se
anulan por separado cada uno de los 2n coeficientes. Esto conduce a

oH . . OH .
_561@ _pizoa ql_aipzzov 71:177"'7”7
que, reescritas adecuadamente, resultan ser las ecuaciones de Hamilton
. OH . OH
pi = dq q; = E

En resumen: las Ecuaciones de Hamilton se pueden considerar, al igual que ocurria con las
ecuaciones de Lagrange, ecuaciones de tipo variacional. M&s concretamente las Ecuaciones de
Hamilton son las ecuaciones de Euler del principio de Hamilton modificado.

3.3 Comentarios

La independencia entre las funciones ¢;(t) y las funciones p;(t) juega un papel importante en
la deduccién anterior y constituye una de las diferencias fundamentales entre el formalismo
Lagrangiano y el formalismo Hamiltoniano.

Un principio variacional consiste fundamentalmente en la minimizacién de un funcional de
la forma

Tlteyn] = / " P (), 4l(0)] dt

1

e En el caso Lagrangiano, la funcién F' es el Lagrangiano L, las funciones y;(¢) son las n
coordenadas generalizadas ¢;(t), y las derivadas y, = dy;/dt son las n velocidades ¢; =
dqi / dt.

e En el caso Hamiltoniano, la funcién F' es la funcién que hemos denotado por L, las fun-
ciones y;(t) son las 2n funciones ¢;(t),p;(t), y las derivadas y/(t) son las 2n funciones

¢ = dgi/dt,p; = dp;/dt.

FEl hecho de que las ecuaciones de Hamilton sean de ler orden puede parecer en principio algo
sorprendente ya que las ecuaciones de Euler de un problema variacional se supone que deben
ser ecuaciones de 2do orden. Lo que ocurre en este caso es que el problema variacional es un
problema singular. En efecto, el Hessiano W de las derivadas segundas de la funcién £ con
respecto a ¢; y p; es nulo

2L 0L
det W — det | 2445 O4ibi | _
2L 0L

Opidj  Opip;
Normalmente los problemas singulares conducen a un sistema de ecuaciones conteniendo no sélo
ecuaciones de segundo orden sino también ecuaciones de primer orden. En la practica lo que se
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30 Capitulo 3. FEcs. de Hamilton y formalismo variacional

obtiene es que el nimero de ecuaciones de segundo orden viene dado por el rango de la matriz y
el nimero de ecuaciones de primer orden por el corango. El punto importante es que el Principio
de Hamilton modificado es altamente singular y el resultado es que todas las ecuaciones de Euler
asociadas son ecuaciones de primer orden.

e Método 1:
Ecuaciones de Lagrange + Transformacion de Legendre = FEcuaciones de Hamilton

e Método 2:
Principio de Hamilton modificado =  Ecuaciones de Hamilton
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Capitulo 4

Formalismo Hamiltoniano 111

1. Introduccién
2. Formalismo Hamiltoniano utilizando la matriz §2

3. Teorema del Paréntesis de Poisson

4.1 Introduccién

4.2 Formalismo Hamiltoniano utilizando la matriz €2

4.2.1 Nueva notacién
Nuevo sistema de coordenadas

Recordemos, en primer lugar, que el espacio de fases T*(Q es 2n-dimensional y que por consi-
guiente son necesarias 2n coordenadas para caracterizar la posicién de un punto en dicho espacio.
Introducimos a continuaciéon un nuevo conjunto de 2n coordenadas definido de la siguiente forma

S =q,&=q, -, = an,
En+1 = D1, $nt2 = P2, -+, {on = D

En términos dindmicos, el estado de un sistema Hamiltoniano en un cierto instante de tiempo ¢

esta completamente especificado dando los valores que toman estas 2n coordenadas; en términos

geométricos, esto corresponde a fijar la posiciéon de un punto en este espacio 2n-dimensional.
Tenemos, por consiguiente, dos posibles descripciones:

(i) La descripcién tradicional que consiste en n coordenadas ¢; (coordenadas generalizadas) y
n momentos p; (momentos conjugados) con un indice j que toma los valores j = 1,2,...,n.
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32 Capitulo 4. Formalismo Hamiltoniano 111

(ii) Este nuevo sistema de 2n coordenadas &, con un indice a que toma los valores o =
1,2,...,2n.

La mayor diferencia entre estas dos descripciones es que en el primer caso (notacién tradi-
cional) hay una clara distincién entre el primer subconjunto, que corresponde a las coordenadas
en el espacio de configuracién @, y el segundo subconjunto que corresponde a los momentos (‘co-
ordenadas verticales’ en el espacio de fases). En el segundo caso (notacién con letras griegas) las
posiciones y los momentos estan agrupados de tal forma que la diferencia entre ellos parece que
esta oculta. Lo que ocurre es que, cuando se utiliza esta segunda notacién, la distincién entre
coordenadas y momentos aparece, no en las coordenadas &, sino en una matriz 2n-dimensional
que introducimos a continuacién.

Matriz 2

Introducimos a continuacién una matriz 2n-dimensional 2 defida de la siguiente forma

0, I
€= [—In On]

donde 0,, es la matriz nula n-dimensional e I,, es la matriz unidad n-dimensional. Denotaremos
por wyg los elementos de esta matriz, esto es,

Q=[wes], a,pB=12,...,2n
La matriz 2 posee varias propiedades interesantes
(i) ©Q es antisimétrica, esto es,

Qt+Q:02n, Wha = — Wap -

(ii) © es ortogonal, esto es,
VO =1, Zwauwa,j = 0w -
«

(iii) © es unimodular, esto es,

detQ=1.

Ecuaciones de Hamilton y P. de P.

Cuando utilizamos esta nueva notacién, una funcién R, definida en el espacio de fases, la es-
cribiremos de la forma R = R() (caso independiente del tiempo) o R = R(&, t) (caso dependiente
del tiempo). Esto significa que la evolucién temporal de R vendra dada por la siguiente expresién

i Z(w)er s

«
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4.2. Formalismo Hamiltoniano utilizando la matriz ) 33

Un caso particular de funcién definida en el espacio de fases es el propio Hamiltoniano que
ahora escribimos de la forma H = H(§) (caso independiente del tiempo) o H = H(,t) (caso
dependiente del tiempo) y cuya evolucién temporal viene dada por

dt Z(a§a> aaij‘

Las Ec. de Hamilton, que en la notacién tradicional se presentan como dos conjuntos de n
ecuaciones, aparecen ahora de una forma unificada como un tnico conjunto de 2n ecuaciones

oOH
a:Zwaﬂg, a=1,2,...,2n.
3 B

Si particularizamos « para a = 1 o para a = n—+i entonces recuperamos las expresiones conocidas
para ¢; y pi

: OH OH OH
. = '~: w;R — — Wj ; —_— : 7::]_72’_..7’]’]/7
&i qi 56 i 8§ﬂ i n+i 85”_“ api

: 0 OH OH
nti = Di= ntif e = Wntii 5o = — ;o i=1L2n
5—&- b Zﬁ:w + Bafﬂ Wn+ 85@ aqi i n

El paréntesis de Poisson de dos funciones R y S se escribe ahora de la siguiente forma

(151 = 3 (28) o (25).

con lo que, volviendo a considerar las ecuaciones de Hamilton, obtenemos la siguiente expresién
a={,H}, a=1,2,...,2n,

cuando se escriben utilizando los P. de P. Finalmente, los paréntesis de Poisson fundamentales,
que en la notacién tradicional contiene los tres posibles emparejamientos, (i) ¢; con g;, (ii) ¢;
con pj, y (iii) p; con p;, se reducen a un tnico caso que queda de la siguiente forma

{€a. &8} =wap, a.B=1,2,...,2n.

Conviene resaltar que este resultado nos permite reinterpretar la matriz € como la matriz
formada por los paréntesis de Poisson fundamentales

Q= [{€ass}]
o con mas detalle

SR B P S e B I
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34 Capitulo 4. Formalismo Hamiltoniano 111

4.2.2 Resumen comparativo entre las dos notaciones del formalismo Hamil-

toniano
Coordenadas n posiciones g 2n coordenadas
7 momentos pg oy a=1,2...,2n
Hamiltoniano H = H(q,p,t) H=H(,t)
OH
Ecuaciones de gi =
o OH OH
Hamilt ) = — = —
amilton pi= -5 o Zﬁ:waﬂ 96,
Parentesis de Poisson {¢r,qs} =0
fundamentales {pr,ps} =0 {0, €8} = wap
{ar,ps} = 0rs
Ecuaciones de Hamilton G ={q, H} .
Parentesis de Poisson pi ={pi, H} o = {éa, H}

4.3 Teorema del Paréntesis de Poisson

Consideremos un S. D. caracterizado por 2n variables xx, Y, £k = 1,2,...,n, y con ecuaciones
de evoluciéon dadas por

dxp Ay

— = t), —= t).

dt fk(xay7 )7 dt gk(%?/, )

Recordemoa que esta evolucion temporal se dice que es de tipo Hamiltoniana si existe una
funcién diferenciable H(z,y,t) tal que las funciones fi y gx se pueden expresar de la forma

OH oH

:7’ :—7, k:1,2,..., .
Oy Ik Oxy, "

Jr

El siguiente teorema, que esta relacionado con un teorema demostrado en el capitulo anterior,
caracteriza las evoluciones temporales de tipo Hamiltoniano.
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4.3. Teorema del Paréntesis de Poisson 35

Teorema 2 Consideremos un S. D. definido en un espacio de fases 2n-dimensional con coor-

denadas &, a =1,2,...,2n, y con una evolucion temporal gobernada por las ecuaciones
d
%éa =U,(&t), a=1,2,...,2n.

Denotemos por {R,S} el P. de P. de dos variables dindmicas arbitrarias R y S definido de la

forma
OR a8
)= () s (22,
.51 =25g, ) <o ag;
Entonces este S. D. es un S. Hamiltoniano si y solo si se cumple que la evolucion temporal del

P. de P. satisface la siguiente propiedad

d d d
YRS :{—R,S} {R,— }
dt { ' dt * dt
(1) Supongamos que la evolucién es de tipo Hamiltoniana. Hemos demostrado anteriormente

que en este caso se cumple que la derivada con respecto al tiempo del P. de P. de R con S viene
dada por

d d d
(2) Supongamos ahora que se cumple la siguiente propiedad
d d d

Consideremos el caso particular en que las funciones R y S son las funciones coordenada &, y
¢s- Entonces la propiedad anterior queda de la siguiente forma

d . .
&{fav&ﬂ} = {foufﬂ} + {favfﬁ}

Por otra parte, como el P. de P. de estas dos funciones es w3, su derivada con respecto al tiempo
se anula

d d

—_— —_— — pu— 0

g 16ar€pt = rwap =0,
y estas dos igualdades conducen a la siguiente ecuacién

{Va,&p} +{8a, ¥s} =0.

Si calculamos por separado cada uno de estos dos paréntesis

{Vo,&pt = Z(%Z:) Woa <g§f> = zp:(aaqg:l) WoB

.
o = ) () ()
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36 Capitulo 4. Formalismo Hamiltoniano 11T
obtenemos que la ecuacién anterior queda de la siguiente forma
a\I’a ) ov B
(— Wwpg + Wao ( ) =0.
2-g, )+ 2 (g,
Multiplicando por wq,, y por wg, obtenemos

Z%u[Z( )Wpﬁ}wﬁv+zwau[zwaa< )]wgl,zo.

y teniendo en cuenta

Z Wpp Wpy = — 5Vp ) Z Wap Wao = 5,ua )
B [}

llegamos a
v, 0Vg
o (g, ) = 2 (g, )
2o (ag) = 20,
Denotemos por H,, las funciones definidas de la siguiente forma

H”:Zwaullla, w=12...,2n.
(03

Entonces, utilizando estas funciones, la igualdad anterior queda

0 0
@Hu—aiguHuy

lo cual indica que existe una funcién H = H (&, t) tal que

oH
o9&,

Finalmente, multiplicando H,, por wg, y recordando que )  Whn Wap = d8q llegamos a la sigu-
iente expresion para las funciones Wg

H, = w=12,....2n.

Zwﬁu (55;) B=1,2,....2n.

Este resultado muestra que las ecuaciones del movimiento son Hamiltonianas que era lo que se
queria demostrar. n

Finalmente comentemos que este teorema también se puede demostrar utilizando la notacion
tradicional (gj,p;); sin embargo se comprueba que, para realizar los calculos que aparecen en la
demostracién, la notacion &, resulta més adecuada.
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Capitulo 5

Transformaciones Candnicas

1. Transformaciones canonoides
2. Transformaciones canonoides y Hamiltonianos cuadraticos
3. Transformaciones Candnicas

4. Paréntesis de Lagrange

5.1 Transformaciones canonoides

5.1.1 Introduccion

En el formalismo Lagrangiano consideramos cambios de coordenadas en el espacio de configu-
raciéon ) mediante los cuales pasamos de un conjunto de coordenadas {g;} a otro nuevo {Q;}
utilizando para ello ecuaciones de la forma

qi — Qia Ql:Qz(Q)a i:1727"'an'

Este cambio determina una transformacion de las velocidades de tal forma que las velocidades
antiguas {v;} son sustituidas por las nuevas velocidades {V;}. Consideradas conjuntamente
tenemos un cambio de coordenadas y velocidades de la siguiente forma

(ini) — (Qu%)a QZ :Qi(Q)v V;_Z(({(;?;>’UJ
J

Este tipo de transformaciones del espacio de fases de las velocidades T'(Q se denominan “trans-
formaciones puntuales”.
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38 Capitulo 5. Transformaciones Candnicas

La caracteristica mas importante de las transformaciones puntuales es que preservan el
caracter Lagrangiano de las ecuaciones del movimiento. Esto significa que transforman ecua-
ciones Lagrangianas en ecuaciones Lagrangianas.

En el formalismo Hamiltoniano los momentos p; son coordenada independientes con analoga
categoria que las coordenadas generalizadas ¢;. Por consiguiente, cuando se trabaja dentro del
marco Hamiltoniano, es conveniente ampliar el concepto de transformacién e incluir transfor-
maciones que cambien simultdneamente a las posiciones ¢; y a los momentos p;

(gi,pi)) — (Qi,F;), Qi=Qi(q,p), P=PFP(q,p).

Consideremos un cierto sistema cuya evolucién temporal estd caracterizado por unas ecua-
ciones de la forma

¢ = filg,p,t)
pi = gi(g,p,t)

Supongamos que el sistema es Hamiltoniano; esto significa que existe una funcién H(q, p,t) tal
que f; v g; se pueden escribir de la forma

_8H ‘__8H
- Op; 9= dq;

fi
Consideremos un cambio (g;, p;) — (Q;, P;). Las nuevas ecuaciones son

P = Gi(Q Pt

Diremos que la transformacién (g;, p;) — (Qi, P;) es canonoide con respecto a H si las nuevas
ecuaciones también son Hamiltonianas. Esto es, existe una funcién K(Q, P,t) tal que

oK 0K
op;’ f0Qi

Conviene resaltar que una transformacién_que es canonoide con respecto a H mno lo serd en
general con respecto a otro Hamiltoniano H # H.

Tlustraremos esta propiedad con un ejemplo. Consideremos el Hamiltoniano de la particula
libre en una dimensién

F, =

1
H:§p2, (m=1),

con ecuaciones

y supongamos la transformacién (¢, p) — (Q, P) definida de la forma

Q=q, P=p""—¢".
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Entonces las nuevas ecuaciones son
Q=i=p=(@Q +P)", P=-bg""'i=-0Q" Q"+ P),
que se pueden escribir utilizando un nuevo Hamiltoniano que denotamos por K

o 0K 50K 1

it _ b a+1
op 20 e L CARL A

Es facil comprobar que esta transformacion, que es canonoide para la particula libre H = (1/2)p?,
no lo es para un Hamiltoniano de la forma H = (1/2)p? + V(q).

5.1.2 Transformaciones canonoides y paréntesis de Poisson

Nuestro objetivo es estudiar las propiedades de las transformaciones canonoides y, més particu-
larmente, relacionar las propiedades de las transformaciones canonoides con las propiedades de
los paréntesis de Poisson.

Supongamos en primer lugar que una transformacién (¢, p) — (@, P) preserva los paréntesis
de Poisson salvo una constante multiplicativa

{R’S}(Q,P) :k’{R,S}(qm), ]4:750

Entonces la derivada con respecto al tiempo del paréntesis de Poisson de R con S calculado
después del cambio viene dado por

d d
%{Ra S}(Q,P) =k %{R S}(q,p) :

La derivada con respecto al tiempo del paréntesis antes del cambio satisface la propiedad

%{R’ S}(q’p) - {%’ S}(q,p) * {R7 ng}(q,p) '

Por consiguiente se cumple

d dR ds
a{ﬁ S}(Q’P) =k {E’ S}(q,p) Tk {R’ %}(q,p) ’
lo que conduce a

%{R’ Shor = {(il]:’s}(Q,P) + {R’ Cziif}(cgf) ’

Recordemos que se ha demostrado que esta propiedad solo es cierta si la evolucién temporal es
de tipo Hamiltoniana; esto significa que necesariamente debe existir una funciéon K = K(Q, P, t)

tal que
oK . 0K

Y, — P = — )
Q’L aR, 1 an

En definitiva, hemos demostrado la siguiente propiedad
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40 Capitulo 5. Transformaciones Candnicas

Proposicién 5 Consideremos una transformacion (q,p) — (Q, P) del espacio de fases y supong-
amos que preserva los paréntesis de Poisson salvo una constante multiplicativa

B, S}hq.p) =Fk{R S}y, k#0.
Entonces esta transformacion es canonoide para todos los Hamiltonianos.

Esta propiedad es realmente interesante desde un punto de vista tedrico pero dificil de
utilizar desde el punto de vista practico. Resultaria conveniente obtener un conjunto suficiente
de funciones. Esto es, un conjunto restringido de funciones tal que si la propiedad se cumple
para ellas entonces se cumple para todas las variables dindmicas.

La siguiente propiedad considera esta cuestion.

Proposicién 6 Consideremos una transformacion (q;,p;) — (Q;, P;) del espacio de fases y
supongamos que preserva los paréntesis de Poisson fundamentales salvo una constante multi-
plicativa

{QT7QS}(Q,P) =0, {pr’ps}(Q,P) =0, {QTvps}(Q,P) = ks -

Entonces esta propiedad es cierta para todos los paréntesis de Poisson.

El P. de P. de dos funciones arbitrarias R y S con respecto a las nuevas variables (@, P)

viene dado por
OR 0S OR 0S
{R.S}qp = ;(a@.ag ~onaa)

Las derivadas parciales de R y S con respecto a @); y P; se pueden expresar utilizando las
funciones ¢, = ¢,(Q, P) y ps = ps(@Q, P). El resultado es

OR OR 0q,  OR Op,
an Z <aQT 8@1 apr 8@2 >
OR OR 0qr  OR Opy

OF; Z <3qr oP;,  Op. 0P, )

y andlogas expresiones para 05/0Q; y 0S/0P;. Sustituyendo estas expresiones en el P. de P. y
agrupando adecuadamente los sumandos llegamos a la siguiente expresiéon

OR 0S OR 0S
{Rﬂs}(Q,P) - Z(aq a ){QT7QS}(QP Z(a 8 ){QMPS}QP)

Z(gﬁ gf){pr,qs @.P) +Z<8R 85){197«,295}@13)

Teniendo en cuenta los valores de los paréntesis de ¢, y ps con respecto al sistema (Q;, P;)

obtenemos 9R 89S OR OS
{R7 S}(Q’P) =k Z Ors (Tqr Ops a Opy 8QS> =k {R’ S}(q’p) ’
que es el resultado que deseabamos obtener. |
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5.2 Transformaciones canonoides y Hamiltonianos cuadraticos

Hemos visto anteriormente que una transformacién que es canonoide para un cierto Hamiltoni-
ano H puede no serlo para otro Hamiltoniano H' # H. Existen, sin embargo, transformaciones
que son canonoides para todos los Hamiltonianos. Estas transformaciones son ciertamente im-
portantes y merecen ser estudiadas con detalle.

Definicién 1 Una transformacion (q;,p;) — (Qs, P;) que es canonoide para todos los Hamilto-
nianos se denomina canonica generalizada.

Esta definiciéon es una definicién correcta pero parece poco tutil desde un punto de vista
practico ya que para comprobar si una cierta transformacién es candnica generalizada habria
que comprobar que satisface la propiedad para todos los Hamiltonianos H sea cual sea este H.

Seria conveniente obtener un conjunto suficiente. Se trata de obtener una familia de Hamil-
tonianos (familia que conviene que sea reducida) tal que si la transformacién es canonoide con
respecto a esta familia entonces es canonoide para todos los Hamiltonianos.

Teorema 3 Supongamos que una transformacion del espacio de fases es canonoide para todos
los Hamiltonianos cuadrdticos. Entonces esta transformacion preserva los paréntesis de Poisson
salvo una constante multiplicativa.

Consideremos la transformacién § — 7 y denotemos por mgqg las funciones definidas de la
forma

maﬁ:{gomgﬁ}n, mpgo = —Mag, 04,521,2,...,271,

y supongamos que la transformacién & — 7 es canonoide para todos los Hamiltonianos de la
forma
H =Hy+ H, + H2,

donde Hy, Hy y Ho denotan las siguientes funciones

Hy=co, Hi=Y caba, Ha=3Y Suplals: Spa=Sus-
o af

La demostracion se realiza en tres pasos.

(1) Supongamos, en primer lugar, que la transformacién & — 1 es canonoide para todos los
Hamiltonianos de la forma H = Hy = ¢y donde ¢y es una constante arbitraria.

En primer lugar, se comprueba que la derivada total de de m,g con respecto al tiempo viene
dada por la derivada parcial con respecto a t ya que

d 0 0
dt Mag = {mag, Ho} + ot Map ot Maf

Esta derivada es nula ya que, teniendo en cuenta que las ecuaciones de Hamilton son sencilla-
mente

d

3, a:07
dt€
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obtenemos

%maﬁ = {%faafﬁ} + {fou %gﬁ} =0.

Por consiguiente podemos afirmar que si la transformacion & — 7 es canonoide para todos los
Hamiltonianos de la forma H = ¢y entonces las funciones m,g son independientes del tiempo

0

ama/gzo

(2) Supongamos, en segundo lugar, que la transformacién £ — 7 es también canonoide para
todos los Hamiltonianos lineales de la forma

H:lezcagaa
a

donde ¢, son constantes arbitrarias.
En este caso, teniendo en cuenta que las ecuaciones de Hamilton son de la forma

d oH
dtfa:zu:wa“%:%:waucw a=1,2,...,2n,

obtenemos que la derivada de m,g con respecto al tiempo viene dada por

e = {geol+e o)

= {Zwaucuvfﬁ} + {ga,Zwﬁucu} =0,
I I

de lo que se deduce que se tiene que cumplir

0
{maﬁy Hl} + a Mag = {maﬂa Zcufu} =0.
o
Calculando el P. de P., obtenemos

Sentmanti) = S| 2 (e Jen (52)] = T[S () ] =0

A

y como los coeficientes ¢, son constantes arbitrarias se deduce que deben ser nulas todas las
derivadas de m,g con respecto a las coordenadas &,.
Por consiguiente, si la transformacion & — 7 es canonoide para todos los Hamiltonianos de
la forma H = Hy + H; entonces las funciones m,g son constantes numéricas
0 af

0
amoéﬁ:(), gmab’:o, 06,5:1,2,...,271.
n
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(3) Supongamos, finalmente, que la transformacién & — 7 es canonoide para todos los Hamilto-
nianos cuadraticos de la forma

1
H=H,; = b Zsaﬁfagﬁa Sﬁoc = Sa,@ .
afp
Hemos demostrado que m,g son constante numéricas, por consiguiente

Lnos = {Bens) +fen S
= {Z wapSpVé-vaﬁ} + {fon Zwﬂpsﬂl’g'j} = O’
pv pv

de lo que se deduce que

ZwapSp,,ml,g + ngpspymm, =0.
pv pv
En notaciéon matricial queda de la siguiente forma

QSM + MSQ' =0, M =|mas], S=I[Sps]
Multiplicando por 2, y recordando que Q! = —Q y Q2 = —I, obtenemos
(i) La matriz M es una matriz simétrica
(MQ) = (MQ)*.
(ii) La matriz M) es una matriz simétrica que conmuta con todas las matrices simétricas
S(MQ)=(MQ)S.
Esto solo es posible si la matriz producto M2 es multiplo de la identidad, esto es,
MQ=—-kI

lo que conduce a
M=KQ, {ga,gﬁ}n =kwag .

5.3 Transformaciones Canonicas

Empecemos con los siguientes tres puntos que reflejan propiedades demostradas en las dos sec-
ciones anteriores.

(i) Preserva los paréntesis de Poisson salvo una constante multiplicativa = Es candnica
generalizada (canonoide para todos los Hamiltonianos).

(ii) Es canénica generalizada = Es canonoide para todos los Hamiltonianos cuadraticos.

(iii) Es canonoide para todos los Hamiltonianos cuadrdticos ~=-  Preserva los paréntesis de
Poisson salvo una constante multiplicativa.
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5.3.1 Transformaciones Candnicas generalizadas

Como consecuencia del teorema de los Hamiltonianos cuadraticos hemos obtenido la siguiente
propiedad que caracteriza a las transformaciones candénicas generalizadas

Proposicion 7 Una transformacion € — 1 es transformacion candnica generalizada si y solo
st preserva los paréntesis de Poisson salvo una constante multiplicativa

Esto es, consideremos una transformacién del espacio de fases T*() representada por las
ecuaciones

§a 2 Moy Na =Na(bart),
que suponemos diferenciable e invertible
Mooy &a = E&a(Nast).
Entonces esta transformacién es candnica generalizada si y solo si se cumple
{R,S}n = k‘{R,S}E, k#0,

para todo par de variables dindmicas Ry S.
Las transformaciones candénicas generalizadas poseen ciertas propiedades entre las que cabe
detacar las siguientes

(i) La transformacién identidad & = 7 es transformacién canénica generalizada de una forma
trivial ya que deja todo invariante.

(ii) Sean ®; y P2 dos transformaciones candnicas generalizadas

?q 5'_>777 77a:77a(§7t)»
q)2: 77’_>CJ C‘Bzgﬁ(nat)a

con constantes asociadas k1 y k2. Entonces
{Rﬂg}(j :kQ {Ra S}n: (kal){Ra S}gu kal 750

Por consiguiente la transformaciéon ®9 o ®; también es candnica generalizada ya que
preserva los paréntesis de Poisson salvo la constante multiplicativa kok;.

(iii) Sea ® una transformacién canénica generalizada caracterizada por una constante k
P:&=mn, Na=nalbart),
y denotemos por ®~! la transformacién inversa
i€, Ea=balart).
Entonces 1
{R,S}f = % {Rv S}n :

Por consiguiente la transformacién ®~! también es canénica generalizada ya que preserva
los paréntesis de Poisson salvo la constante multiplicativa 1/k.
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Como consecuencia de estas propiedades podemos afirmar que

EI conjunto de todas las transformaciones candnicas generalizadas tienen estructura
de grupo.

5.3.2 Transformaciones Candnicas

Hemos demostrado que una transformacién £ — (€, t) es candénica generalizada si existe una
contante no nula k£ # 0 tal que para todo par de variables dinamicas R y S se cumple

{R, S} = k{R, S}n‘
Un tipo de transformacion importante es aquella caracterizada por un valor k£ = 1.
Definicion 2 Una transformacion & — 1 que preserva los paréntesis de Poisson
{R, S}, ={R, S}77
se denomina transformacion candnica

Esto significa que la operacién de calcular los P. de P. conmuta con la transformacion. En
la préactica, calcular los P. de P. primero y efectuar después los cambios de variable conduce
al mismo resultado que efectuar las operaciones en orden inverso. Esto queda reflejado en el
siguiente diagrama conmutativo

(-}

R(q,p),S(q,p) {R, S} ()
R(Q,P),S(Q,P) &, {R,S}q.p)

Proposicién 8 El conjunto de todas las transformaciones canonicas tiene estructura de grupo
Esto significa que se cumplen las tres propiedades siguientes:

(i) La transfomacién identidad es candnica.

(ii) La aplicacién sucesiva de dos transformaciones canénicas también es candnica.
(iii) La transformacién inversa de una transformacién canénica también es candnica.

(iv) La aplicacién sucesiva de transformaciones candnicas satisface la ley asociativa de la mul-
tiplicacién.
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En la practica para demostrar que los paréntesis de Poisson se mantienen invariantes basta
con comprobar esta propiedad en el caso particular de los paréntesis de Poisson fundamentales
Supongamos que se cumple

{77(17776}5 = Z(ggj) Wy (ggf) = Wag-

1%

Entonces el P. de P. de R con S, que viene dado por

51, = 5 () (1)

se puede calcular sustituyendo w,g por el P. de P. fundamental

(RS}, = aXﬁI(;ﬁ) [;@ij 2] G)

lo que conduce a

Ry, = L[ (50) G e XG0 (50)

(72720 % B 6775
OR S
_ ;(%) W <¥> = (R, S},

Podemos resumir esta propiedad de la siguiente forma
Si {na,ms}e =wap entonces {R,S} ={R,S},.

Una transformacién canénica es invertible y por consiguiente tiene un Jacobiano J (deter-
minante de la matriz Jacobiana) no nulo

_ 8(517 s 75271)

J
a(771 ey 772n)

£0.

Consideremos de nuevo la propiedad
Mo, anﬂ _
%Xagu) Py (ag,,) = Wah

que se puede presentar utilizando la notacién matricial de la siguiente forma

el [52] = e

El determinante del producto de matrices de la izquierda se puede calcular recordando que el
determinate del producto de dos matrices es igual al producto de los determinantes de las dos
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matrices (esto es, det(A B) = (det A)(det B)) y que el determinante de la traspuesta de una
matriz es igual al determinante de la matriz original (esto es, det A® = det A). Utilizando estas
dos propiedades se obtiene

(det [gzﬂ ) (detfw,]) (det [ngD = (det|wq g]) ,

(ae[222))7 =1

Esto significa que si una transformacion es candnica entonces el Jacobiano solo puede tomar los
valores J = +1 6 J = —1 (posteriormente veremos que en realidad solo puede tomar el valor
J=+1).

Finalmente, podemos caracterizar las transformaciones candnicas por la siguiente propiedad
que enunciamos utilizando la notacién tradicional:

de lo que se deduce que

Una transformacién (q,p) — (Q, P) del Espacio de fases de los momentos T*Q
es transformacion candnica si y solo si preserva los P. de P. fundamentales

{QT‘vQS}:Ov {PT’Ps}:Ov {Q?‘aPS}:drs-

5.4 Paréntesis de Lagrange

Supongamos que (q1,.-.,qn,P1,---,Pn) €S un sistema de coordenadas candnicas en un espacio
de fases T*@Q. Si cada una de ellas se puede expresar como funcién de dos variables, u y v,
entonces se define el paréntesis de Lagrange de u con v de la siguiente forma

0q; Op;  0q; Op;
[u, v](gp) = Z(% o v 8u) '

%

Se denominan P. de L. asociados a la transformacion & — 7 y se denotan por [14, nsle

e = 302 0 (22)

o Mo 871%

Los P. de P. y los P. de L. estan relacionados entre si por la siguiente relacién

> {00: 15} M ma] = -

Se demuestra por cédlculo directo. Denotemos por PLg la expresién a calcular

PLgy = za:{??aﬂlﬁ} [MasmA] = %:[Z(%) Wrv (ggf> } [Z(Sf}g)%a (gii) }

1% po
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Reordenando los factores y teniendo en cuenta que

S (o) (5)] = 5 = m:

«

obtenemos

PLgy = ZZ[%H%V Woo (ggf) (350)} B ;Zﬂ:[wwww (ggf) (8&7)] '

T N I

Teniendo en cuenta que la matriz € es ortogonal
g Wpy Wpo = dvo s
o

obtenemos

o= £ 500 (1) (5 - S8 (5 - o -5

p O/ Onx
Resulta conveniente introducir las siguientes dos matrices 2n-dimensionales

P = [Rx,é’], Pab’:{na?nﬁ}v
L = [Laﬁ]’ Laﬁz[navnﬁ]-

Entonces la propiedad anteriormente demostrada se puede presentar de la siguiente forma ma-
tricial
P'L=1I,,.

Recordemos que el determinante del producto de dos matrices es el producto de los determi-
nantes, det(A B) = (det A)(det B), y que una matriz A y su traspuesta A’ tienen el mismo
determinante det A' = det A. Los determinantes de P y L estan relacionados entre si de la
siguiente forma

det L = (det P)~t.

Esta claro que un tipo de paréntesis determina al otro. Por consiguiente, si los P. de P. son
invariantes bajo transformaciones canénicas se deduce que los P. de L. también lo son. Esto
significa que una transformacién & — n(§,t) es canénica si y solo si se cumple

[77047 775] = Wag -

Todas estas propiedades pueden ser presentadas utilizando la notacién tradicional. Consid-
eremos la transformacion

(¢,p) — (@, P).
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Entonces los P. de L. de las nuevas coordenadas y momentos (@, P) con respecto a los antiguos
(¢, p) vienen dados por

B dq; Op; 9q; Opi
[@Qr, Q5] = ; (GQT 0Qs ; oQr aQs) ’

_ dq; Op;  Oq; Op;
[P B = Z (apr oP, 0P, aps> ’

B dq; Op;  0q; Op;
[QT’;PS] - Z (8QT aPS aQ’r‘ 8PS> .

%

Finalmente, podemos caracterizar las transformaciones candénicas por la siguiente propiedad que
enunciamos uttilizando la notacion tradicional:

Una transformacién (q,p) — (Q, P) del Espacio de fases de los momentos T*Q
es transformacion candnica si y solo si

1. Preserva los P. de P. fundamentales
{QraQs}:Oa {PT‘7PS}:O7 {QT;PS}:éTs-
2. Preserva los P. de L. fundamentales

[QraQs]an [Praps]:07 [Qraps]zfsrs'
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Capitulo 6

Funciones generatrices

1. Introduccion

2. Funcién generatriz I : Calculo directo

3. Funcién generatriz II : Métodos variacionales

4. Clasificacion de las funciones generatrices: Fy, Fb, F3, Fy.

5. Estudio de varios casos particulares.

6.1 Introduccion

6.2 Funcién generatriz I : Calculo directo

6.2.1 Caso independiente del tiempo

Consideremos una transformacion (¢,p) — (Q, P) del espacio de fases y denotemos por S la
siguiente expresion
S=> pidi— Y PQ;.
( J
Teniendo en cuenta que la nueva coordenada @; es una funcién de la forma Q; = Q;(q,p)
tendremos 90 90
Q=3 (52 )di+ 3 (52 )i
1= 20y )i 20 )0
con lo que la funcién S queda de la siguiente forma

S=> Aigi—Y_ Bipi,

50
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donde las funciones A; y B; vienen dadas por
0Q; Q
I (LIRS (T

Nos proponemos demostrar que, si la transformacién es candnica, entonces S posee propiedades
particularmente interesantes. Para ello estudiaremos las relaciones entre las funciones A; y B;.

(a) Las derivadas de las funciones A; con respecto a las coordenadas g vienen dadas por

0A; 920 0Q; 0
o0 _ZKaqu;) '+an6§,€}
0A 920 0Q; OP;
aqf = _ZKanaZ,k) it o aqj

Si calculamos la diferencia entre ellas obtenemos que es proporcional a un paréntesis de
Lagrange

oA, oA

(b) Las derivadas de las funciones B; con respecto a los momentos py vienen dadas por

0B 920 0Q; OP;
e _Z[(apka;) it o 8pk]
OB 920 oP; 0Q
pr = —Z[(ap 0]]%) it op, 0}9;]

y si, al igual que antes, calculamos la diferencia entre estas dos derivadas obtenemos un
paréntesis de Lagrange

0B, 0B .
8pk; 8]? kyPil(Q,p) -
(c) Andlogamente, se obtiene
0A; 0By

oo 0n dik — lak, Pil(q,p) -
En resumen hemos obtenido que, si la transformacién es candnica, se cumplen las siguientes
relaciones

. 0A; 0Ag .. O0B; 0By ... O0A; 0By
(1) = , (i) = , (ii7) = .

g Og; opk  Op; opr, g
Estas tres relaciones pueden ser englobadas en una tnica relacion utilizando la notacion griega.
Si denotamos @, por las 2n funciones ®, = (A;, B;), entonces obtenemos
0%, 0%g
afﬂ 8£a ’

a,8=1,2,...,2n,
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lo que indica la existencia de una funcién F' tal que ®, = 0F/0¢, o, en la notacién tradicional,

oF oF
Ai=—, B;= .
dq; Op;

Por consiguiente, la funcién S resulta ser de la siguiente forma
oF d
=S (= i
Z Jq; ¢+ Zz: Op; Pi dt
Finalmente, hemos obtenido el siguiente resultado
Zpidi - ZHQ@ _dp
i i dt

Esta expresion se puede escribir también utilizando diferenciales. Utilizando esta notacién esta
propiedad queda de la siguiente forma

> pidgi—»  PidQi = dF.

6.2.2 Caso dependiente del tiempo

Consideremos ahora el comportamiento de la funcién S en el caso méas general de transfor-
maciones (¢,p) — (@, P) dependientes del tiempo; en este caso las nuevas coordenadas Q; y
momentos P; son funciones de la forma

La derivada de @); con respecto a t vendrd dada por
- 0Q, 00\, , 99
0= Y () S (L) .
con lo que la funcién S, que recordemos habia sido definida como

S = Zpidi - ZPij,
i J

queda de la siguiente forma
S=> Aigi— Y Bipi+C,
donde las funciones A;, B;, y C vienen dadas por
oQ oQ 0Q);
Ai:pi_;(ﬁqzj)P]’ Bi:_;<8pj> CZ_;(@#)P]"
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Nos proponemos demostrar que, si la transformacién es candnica, entonces S posee propiedades
particularmente interesantes. Para ello estudiaremos las relaciones entre las funciones A;, B;, y
C.

Los resultados de los célculos realizados en los apartados (a), (b), y (c), anteriormente
estudiados en el caso independiente del tiempo, siguen siendo vélidos. Por lo que podemos
afirmar la existencia de una funcién F' tal que ®, = 0F/0¢, o, en la notacién tradicional,

oF oF
Ai=—, B;,= .
dq; Op;

Hasta ahora no hemos tenido en cuenta la funcién C. Esta funcién esta relacionada con la
posible dependencia de las funciones A; y B; con respecto al tiempo.

(d) Teniendo en cuenta las siguientes derivadas

o= 2l 5
" —ZKS%%% o on

obtenemos

8141' _ oC B Z(@Q] an _ an an>
ot 8qi N ot Oqi 8qi ot ’

Recordando que las derivadas de @ y P con respecto al tiempo se pueden expresar de la
forma

0 . 0
QJ_{QJ7H}+ Q]v PJ:{ H}—i_ap;’

obtenemos

o0 0, 0 S0,

J

_ Z(%—{Qj,lf})g];j+za%( +{P;, H}).

J

Agrupando términos

04; oC BK OP; 8@
ot _({)7q~ Z{QWH} +Z{PJ’H} ’

y desarrollando los paréntesis de Poisson llegamos a

04; 0C 0K OH OH 0K OH
o 37(]1 = 94 +Z([Pra%]7 [Qra%]aipr) aiql o0
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que finalmente se puede escribir de la siguiente forma

%(C—HJFK—%I;):

(e) Andalogamente se demuestra que

0B; _ oC B Z(&Q] 8Pj _ aQ] 613])

ot 8}91 N ; ot api api ot ’

lo que conduce a
8141-780_61(76[{
ot Opi Opi  Opi’

de lo que se deduce

8ii<C—H+K—%IZ>:O.

Estas dos propiedades indican que la expresion que figura entre paréntesis es independiente
de las coordenadas ¢; y de los momentos p; y, por consiguinte, sélo puede depender del tiempo
t. Dado que un Hamiltoniano esta definido salvo una funcién aditiva del tiempo, que no influye
en las ecuaciones, se deduce que la funcién C viene dada por

OF
—H-K+—.
C +

y que por consiguiente la funcién S resulta ser de la siguiente forma

SzZ(i)%—%Z(?ﬁ)pﬁ—H—K—k%};:H—K—thF.

Finalmente, hemos obtenido el siguiente resultado
(>mai—1) - (D Re-K) = A
, , dt
T A
En resumen hemos obtenido una nueva forma de caracterizar las transformaciones candnicas

Una transformacion (q,p) — (Q, P) del Espacio de fases de los momentos T™*Q
es transformacion candnica si y solo si existe una funcién F' tal que

(Ei:q'ipi—H> — (EZ:Q’PI_IQ = %F

La funciéon F' se denomina funcion generatriz de la transformacion candnica.

Mecdanica Tedrica : Mecdnica Hamiltoniana



6.3. Funcion generatriz 11 : Métodos variacionales 55

6.3 Funcién generatriz II : Métodos variacionales

Recordemos que las ecuaciones de Hamilton

. oH . oH
QZ—api7 pz—aqi7

se pueden obtener como las ecuaciones de Euler asociadas al principio de Hamilton modificado
que es el nombre que recibe el problema variacional consistente en buscar las 2n funciones
qi(t),pi(t), i = 1,2,...,n, que hacen extremal el funcional

to

Slq(t),p(t)] = t L(q,q,p,p,t)dt,

donde la funcién £ viene dada por

Consideremos una transformacién (¢,p) — (Q, P) y supongamos que las nuevas coordenadas
son candnicas. Entonces existe una funcién K (Q, P,t) que representa el Hamiltoniano para las
nuevas ecuaciones

oK . oK
ap 17 a0

y, puesto que estas nuevas ecuaciones son también Hamiltonianas, podran ser obtenidas por un

Qi =

procedimiento variacional

s1Q), Pw) = [ £(Q.0.P P t)dt

t1

donde la funcién £ viene dada por

EIZZPiQi_K(Q7P7t)'

Dado que @Q; y P; son funciones de ¢; y pj, la funcién £’ puede ser considerada también como
funcién de g; y p;j. Esto significa que £’ da lugar a las siguientes ecuaciones de Euler-Lagrange

0.

oL oL’ oL’ oL’
i(@qr)_aqrzo’ i(apr)_aprz

Analicemos, en primer lugar, la primera de estas ecuaciones. Las derivadas vienen dadas por

(e n(02) K,
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oL 00Q;
5~ 25

teniendo en cuenta las igualdades

9Qi _ 0Qi d(aQi> _ 0Qi
d¢-  Oq.’  dt\0q, g’
la ecuacién de Euler de £’ con respecto a ¢, queda de la forma

El(5e)a- (5,9 =5,

%

Sustituyendo Q; y P, por las expresiones desarrolladas
. 0Q;\ . 0Qi 0Q;
Qi = ;(a%)qﬁg(aps at
: 0P\ . or;\ . 0P
b = Z(a—qs)qs - Zsj(aps)ps + 2

s

)5 +

obtenemos

. ) 0Q; 0P, 0Q; 0F; 0K
Z[QMQS](Q,P)QS + Z[qﬁps](Qp)ps + Z(aqr ot — ot E)tqr) = —aqr .

Finalmente, teniendo en cuenta que si la transformacion es candnica se debe cumplir

(2) [qr,qsg(Q,%)P: 0,6 g;) [qr,gs]@,p) = drs
(i) Z(a? T e% 8tqi> = gg, K,
llegamos a
ﬁT:—gi, r=1,2,...,n.

Repitiendo el procedimiento anterior con el segundo grupo de ecuaciones de Euler, corre-
spondiente a las variables p,., se comprueba que conduce a

. OH
qr = )
opy
Puesto que £ y £’ son funciones distintas que conducen a las mismas ecuaciones deben ser,
a lo sumo, gauge equivalentes; esto es, difieren a lo sumo en la derivada total con repecto al

tiempo de una cierta funcién (independiente de las ¢, y p,). Esto significa que debe existir una
funcién F' = F(q,p,t) tal que

r=12,...,n.

d
L'=L+—F.
dt
Por supuesto, esta funcién F es la misma funcién F' previamente obtenida en la Sec. (6.2) y que

denominamos funcién generatriz.
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6.4 Funciones generatrices de tipo Fi, F5, F3, y F}

6.4.1 Introduccién

Hemos demostrado que si una transformacién (¢q,p) — (Q, P) es candnica entonces existe una
funcién asociada F' denominada funcion generatriz. Reciprocamente, conocida F' podemos de-
terminar la transformacion candnica generada por esta funciéon. En la practica, lo que hace F'
es generar las ecuaciones que relacionan las 2n nuevas coordenadas (Q;, P;) con las 2n antiguas
coordenadas

F = Q;=Qj(¢g,p,t), P;=Pj(q,p,t).

Esto puede interpretarse como que F' es una funcion que depende de 4n variables en total
(4n+ 1 si incluimos el tiempo); sin embargo, conviene recordar que solo 2n de estas 4n variables
son independientes. Es claro que hay varias formas de escoger un conjunto de 2n variables
independientes y, como consecuencia de ello, hay varias formas de presentar la funciéon F'.

En lo sucesivo utilizaremos la siguiente notacion

Fl(q,Q,t), FQ(Q7P7t)7 F3(p7Q7t)7 F4(p7P7t)

6.4.2 Transformaciones candnicas generadas por F}

Se denota por F) a la funcién generatriz ' cuando se expresa como funcién de las antiguas
coordenadas ¢; y las nuevas coordenadas @), esto es,

= F(q,Q,1t).

Consideremos, como punto de partida, la siguiente expresion
(sz'(iz' > (ZPQz ) = *F1
i
Teniendo en cuenta que la derivada de F; con respecto al tiempo viene dada por
d 8F1 8F1 . a171
& =25 )i+ XG0+ 5
! Z 94, +; 90,/ " &
obtenemos que la igualdad anterior se convierte en
8F1 . 6F1 8F1
SLCER P P, ) H-Kk+ 21
Zi:(pz a(ﬁ)@h Z:( + 90, Qz + B
que, cuando se utilizan diferenciales, queda de la siguiente forma

;(pi—zg)d% ;(P+ggl)d@ (1 - K+8;;1>dt 0.
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En este primer caso se supone que las 2n + 1 variables (g;, Q;,t) son independientes; por con-
siguiente, la expresion anterior solo puede ser nula si se anulan por separado cada uno de los
2n + 1 coeficientes. El resultado es que se tienen que cumplir las siguientes igualdades

8F1 aFl
qu ’ 8t ’

(i) pi = (ii) P, = — —, (ii) K=H +
El grupo (i) de ecuaciones nos da los valores de p; como funcién g;, Q; y t. Por el teorema
de la funcién implicita si se cumple la siguiente condiciéon

det [ SQJ } - det[agigqj 70,

entonces es posible resolver las funciones p; = p;(q,Q,t) para Q; y obtener Q; = Qi(q,p,1t).
Una vez conocidos estas funciones, el grupo (ii) permite obtener P; = P;(q,p,t). Finalmente, la
relacién (iii) nos indica el valor del nuevo Hamiltoniano.

6.4.3 Transformaciones candénicas generadas por F,

Se denota por Fb a la funcién generatriz ' cuando se expresa como funcién de las antiguas
coordenadas ¢; y los nuevos momentos P;, esto es,

Fy = Fy(q, Pt).

Las ecuaciones asociadas a Fy se pueden obtener utilizando como punto de partida las
propiedades de F} y utilizando la transformacién de Legendre para construir Fy(q, P,t) a partir

de Fl(q7 Q7 t)

OF;
(¢.Q.1) = (¢, Pt), Fi—=F=F— Z(a@l>Ql
T
Si tenemos en cuenta que 0F)/0Q; = —P;, obtenemos que la relacién entre F} y Fy es de la

forma

Fy :F1+ZPiQi-
7

Por consiguiente, se debe cumplir
. : d
Zpi%' —H= ZPiQi - K+ $<F2 - ZPiQi) ;
K3 (2 7
lo que conduce a

> pigi— H =~ ZQsz K+ sz
i

La derivada de F, con respecto al tiempo viene dada por

=X ()i X ()P
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de lo que se deduce que
8F2 8F2 aFZ
; P=H-K+—=
Z( aql-) Z(Q’ ap) o
que, cuando se utilizan diferenciales, queda de la siguiente forma

;(pl_aaFQMqZ*Z(Qz g?)dP (- K+%)dt:o.

En este segundo caso se supone que las 2n 4+ 1 variables (¢;, P;,t), son independientes, por
consiguiente la expresion anterior solo puede ser nula si se anulan por separado los 2n + 1
coeficientes. El resultado es que se tienen que cumplir las siguientes igualdades

OF, o OFY OF;
90 (44) Qz—a—Pi, (ti1) K =H 4+ —.

(i) pi = ot

Empecemos considerando las relaciones (i). Si F3 es tal que se cumple la siguiente condicién

2] ~aal Z5] 0

entonces es posible resolver las funciones p; = p;(q, P,t) para P; y obtener P; = P;(q,p,t).
Una vez conocidos estas funciones, el grupo (ii) permite obtener @Q; = Q;(q,p,t). De nuevo, la
relacién (iii) nos indica el valor del nuevo Hamiltoniano.

6.4.4 Transformaciones candénicas generadas por Fj

Se denota por Fj a la funcién generatriz F' cuando se expresa como funcién de las antiguos
momentos p; y las nuevas coordenadas @}, esto es,

Fs = F3(p,Q,t).

Al igual que en el caso anterior podemos introducir el cambio (g, Q,t) — (p, @, t) utilizando
la transformacién de Legendre

8F1> '

Q0= (.Q0). R Fy=F-Y (5]

Se debe cumplir
. . d
Z:Piqi —H= zi:Pin' - K+ %<F3 + zi:pz’Qi> ;
lo que conduce a

—Zquz H= ZPQZ K+ F3
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Teniendo en cuenta que la derivada de F3 con respecto al tiempo viene dada por

= () (gt 7

obtenemos

(g

p?>pi+Z<Qi+%)Qz+H K+%:0

0Q; ot

que también se puede escribir de la siguiente forma
OF: 3 OF: 3
;(Qi+ap>dp’+Z(P+aQ>sz (H K+W)dt:0.

El resultado es que en este tercer caso las ecuaciones de la transformacién son

N OF; N p .  OFs OF3
(1) ¢ = op; (i) P, = (191) K = H + TR

Como en los dos casos anteriores, las ecuaciones (i) permiten obtener Q; = Q;(q, p,t) (siempre
que se cumpla la condicién det[0?F3/0Q;0p;] # 0), y posteriormente as ecuaciones (ii) nos
suministra los nuevos momentos P; en funcién de las antiguas variables. Al igual que en los dos
casos anteriores, la relacién (iii) nos indica el valor del nuevo Hamiltoniano.

6.4.5 Transformaciones candénicas generadas por F}

Se denota por Fj a la funcién generatriz F' cuando se expresa como funcién de las antiguos
momentos p; y las nuevos momentos P;, esto es,

Fy = Fy(p, P,t).

En este caso, la transicién (¢, Q) — (p, P) se puede estudiar utilizando una doble transfor-
macién de Legendre

(¢,Q,t) = (p, Pit), Fi— Fy=F _Z(gS)Ql_Z(ZZ>%

Por consiguiente se debe cumplir la siguiente igualdad

sz% H = ZPQz K+ — (F4_ZPQ1+sz%)a

lo que conduce a

- Xah - H=- QR K 9p
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Teniendo en cuenta que la derivada de Fj con respecto al tiempo viene dada por

SIS ST
obtenemos
Z(q¢+$)pi—Z(Qi—$)R+H—K+E§‘:o,

i i
que también se puede escribir de la siguiente forma
8F4 8F4 OF. 4
1 EY) s — ( ~——)dP» (H—K —)dt:O.
;(q“r 8])@-) pi Z ©i=5p, )T M
Este cuarto caso conduce a las siguientes relaciones

2 . _0F, N e OFy
(Z)QZ__apia (ZZ)Qz—aPi, (ZZZ)K—H+ ot R

que, al igual que en los tres casos anteriores, permiten obtener (); y P; en funcién de las antiguas
variables.

La siguiente Tabla I resume los resultados obtenidos en las cuatro situaciones:

Funcién F qi i Qi P;
Fi(q, Q) - (?91;: - gglz
Fy(q, P) — 6@1;2 g};f —
F3(Q,p) - gij’ - - ggi
-

Tabla I. Tabla-Resumen de las propiedades de los cuatro tipos de funciones generatrices.
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6.4.6 Dependencia temporal

Es de resaltar que, en los cuatro casos, el nuevo Hamiltoniano K se obtiene a partir del Hamil-
toniano antiguo H mas un término adicional que representa la derivada parcial de la funcion F
con respecto al tiempo

8F1 aFQ 8F3 8F4
K=H+—, K=H+—=, K=H+—, K=H+ —/.
+at’ +at’ +8t’ +3t

Estas cuatro ecuaciones se pueden resumir en una tnica férmula

OF;
K(Q Pt)=H(gp, )+ 55, j=1234

Si la funcién generatriz F' es independiente del tiempo entonces el nuevo Hamil-
toniano K coincide con el antiguo. Esto es,

F
S1 (?%:0 entonces K = H.

6.5 Funciones generatrices: Estudio de varios casos particulares

6.5.1 Caso particular no. 1 : Una funcién generatriz de tipo F}

Consideremos la siguiente funcién generatriz de tipo Fy
P =Y qQ;.
J

Las ecuaciones de la transformacién generada por esta funcién son

_OF S B oF
P=r =0  P=-go=-a, K=H+i=H

Por consiguiente

La funcién Fy = ) q;Q; intercambia posiciones con momentos pero introduciendo
un signo menos.

Dos comentarios parecen oportunos. Primero, el caracter abstracto del formalismo Hamiltoniano
conduce a que lo que antes era posicién pase a ser momento y reciprocamente. Estos cambios
tan amplios no eran posibles en el formalismo Lagrangiano. Segundo, la aparicién del signo
negativo es fundamental y se puede considerar como una consecuencia del caracter antisimétrico
de los paréntesis de Poisson.
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6.5.2 Caso particular no. 2 : Una funcién generatriz de tipo F, relacionada
con la Identidad

Consideremos la siguiente funcién generatriz de tipo F3
F2 = Z Qij .
J

Las ecuaciones de la transformacion generada por esta funcién son

R
- g

(9F2 8F2
op, qi , +

Di

Por consiguiente
La funcién F» =) q;P; genera la transformacion identidad.

Recordemos que aunque la transformacién identidad pueda ser considerada como una transfor-
macién candnica trivial (las ecuaciones y los paréntesis de Poisson no sufren cambios) juega un
papel importante ya que es el elemento neutro necesario para la estructura de grupo.

6.5.3 Caso particular no. 3 : Una funcién generatriz de tipo F, relacionada
con las transformaciones puntuales

Consideremos la siguiente funcién generatriz de tipo Fs

F2 :Zf](QI,QL’Qn)P]
J

Las ecuaciones de la transformacion generada por esta funcién son

pi = 0q; _;<aql)Pj> Qi = op; = filq1,q2, -, qn) -

Recordemos que en el formalismo Lagrangiano las transformaciones (g;, v;) — (Q;, Vi) definidas
de la forma Q; = fi(q), Vi = > _(0Q;/0q;j)v; eran denominadas transformaciones puntuales. Por
consiguiente

Las transformaciones en el espacio de configuracién de la forma q; — Q; = fi(q)
determinan transformaciones puntuales en el espacio de fases T*() que son transfor-
maciones candnicas generadas por funciones Fy de la forma F> = f;(q)P;.

Una generalizacién inmediata vendria dada por

F2 :ij(q1aq27aqn)Pj +9(QI7QZ7---7%)7
J
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que conduciria a las siguientes leyes de transformacién

L P P

La ley de transformacion de las g; seria la misma que en el caso anterior pero la ley de las p;
contiene un término adicional; se trata de una transformacién lineal no homogénea.

6.5.4 Caso particular no. 4 : Una funcion generatriz de tipo F; relacionada
con las rotaciones

Un tipo especial de la funcién F5 del apartado anterior es

= ZarsCIsPra
rs

donde la matriz A = [a;;] es una matriz ortogonal representando una rotacién
> " aipajy = dij .
k

Las ecuaciones de la transformacion generada por esta funcién son

OF: OF:
pi:T;:ZariPra Qizapj:;ais(k-

T

En este caso es facil despejar los nuevos momentos. Teniendo en cuenta
> aiwpr =Y ainaPr =Y 6yP =P,
k kr r

obtenemos

Qi=) ainqr, Pi=)_ aupk.
k

k

Si las g; sufren una rotacion entonces los momentos p; también sufren una rotacion. Por con-
siguiente

Las rotaciones en el espacio de configuracion () determinan transformaciones canénicas
en el espacio de fases T*(Q) generadas por funciones Fy de la forma Fy = aysqs P
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Funciones generatrices 11

—

. Introduccion
2. Teorema de Liouville para transformaciones canénicas
3. Familias de transformaciones canénicas

4. Familias de transformaciones candnicas II

7.1 Introduccion

7.2 Teorema de Liouville para transformaciones candnicas

Consideremos una transformacién (¢, p) — (Q, P) del espacio de fases T*@Q y denotemos por J
el Jacobiano (determinante de la matriz Jacobiana) de la transformacion

9(Q, P)

~ Agp)

Demostraremos en esta secciéon que si la transformacion es candénica entonces el Jacobiano J vale
la unidad. Demostraremos dos veces esta propiedad utilizando dos procedimientos similares pero
algo distintos. Primero supondremos que la funcién generatriz es de tipo F} y luego supondremos
que F' es de tipo Fb.

7.2.1 Método I: Funcién F}

Consideremos una transformacién canénica generada por una funcién de tipo Fj

65
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El Jacobiano J puede ser calculado de la siguiente forma. Primero introducimos un sistema
intermedio (g;, @;) de tal forma que la transformacién (g;,p;) — (Q;, P;) se descompone en la
aplicacién sucesiva de dos transformaciones que indicaremos de la siguiente forma

(@i, pi) = (¢, Qi) — (Qi, ) -
De esta modo J se descompone en el producto de los dos Jacobianos parciales

;- 9@Q,P) 9(¢,Q) _9Q,P)/0(q,Q)
g, Q) 9d(g,p)  9(g,p)/0(q,Q) ’

donde hemos utilizado la propiedad 9(q, Q)/d(q,p) = (0(q,p)/d(q,Q))~!. Por consiguiente, J
aparece como el cociente de dos determinantes que vienen dados por

0Q; 00Q; dq;  Oq;
Q. P) _ 4| 91 0Q; a:P) _ gop | O 9Qi
9(¢,Q) or;  or |7 9(q,Q) Op;  Opi
dqj  0Q; dqj  0Q;
El célculo es sencillo si se tiene en cuenta que
% _5  0Qi_
8qj = 045 662] = 045
lo que conduce a
= (=1)"det s = det )
s ~ ey = lag,]

. det[@f’i/ﬁqj]

(¢, ) det [ap,»/an} '

Finalmente, sustituyendo P; y p; por sus expresiones a partir de Fj

_OR OF)

pi_aqi’ i—_%a

se obtiene el siguiente resultado

6(Q,P) det[aQFl/ﬁQian}

oa,p) det[82F1/3(Jian}
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7.2.2 Meétodo II: Funcion F;

Consideremos una transformacion candnica generada por una funcién de tipo Fy
En este caso resulta conveniente utilizar las variables (g;, P;) como variables intermedias

(@i,pi) = (g, B5) = (Qi, P;) -
y consecuentemente el Jacobiano J puede ser escrito de la forma

;. 9@.P) 9, P) _9(Q,P)/0g,P)
g, P) 0(¢,p)  9(q,p)/0(q, P) "’

y los dos Jacobianos parciales vienen dados por

0Q; 00Q; dq;  0Og;
0Q,P) _ 4| %45 0P 0(¢:9) _ 4o | 9% OF;
a(Q? P) 8P1 apz ’ 8((], P) (9pi 8pi
0qj OP] qu 8Pj

De nuevo el calculo resulta relativamente sencillo teniendo en cuenta que aparcen términos de
la forma dq;/0q; y OP;/0P;. De esta forma se obtiene

2Q,P) 0Q; g,p) Ip;
(g, P) det| 94; ¥ a(q,P) det[apj} )

con lo que J queda de la forma

_og@.p) _ det| 9@:/0;

g, p) det{@pi/apj] '

J

Finalmente, relacionando @); y p; con la funcién F5 se obtiene el siguiente resultado

o(Q.P) _ det| 9*Fo/OR0y) |
9(4,p)  det [aZFz/ 9q;0P; }

En resumen, hemos demostrado, utilizando primero F} y luego Fs, que el Jacobiano J vale
la unidad y que, por consiguiente,

Las transformaciones canonicas preservan el volumen del espacio de fases.

Este resultado es conocido como el teorema de Liouville para transformaciones canonicas.

7.3 Familias de transformaciones canodnicas 1

El objetivo de esta seccién es el estudio de familias de transformaciones que dependen de una
forma continua de un cierto pardmetro que denotaremos por 6.
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7.3.1 Grupos uni-paramétricos de transformaciones

Denominaremos familia uni-paramétrica de transformaciones del espacio de fases T*(@Q, a una
aplicacién ® de T%Q x R en T*Q

:T"QxR—-T"Q, (q,p,0) = (Q,P)=2(q,p,0)
tal que se cumple que la aplicacién ®y definida de la forma

Qg : T°Q = T7Q, (q,p) — Py(q,p) = P(q,p,0)

es una transformacién candnica para todo valor del pardmetro 6 € IR; esto significa que la
transformacién ®y preserva los P. de P. fundamentales para todos los valores de 6 (en muchos
casos f esta definido en un intervalo I C IR pero, por comodidad de la notacién, supondremos
el caso general de que 6 puede recorrer todo RR).

Ademds supondremos que esta familia tiene estructura de grupo uni-paramétrico. Esto
significa que

(i) La transformacién ®y se reduce a la identidad cuando 6 = 0
Po(q,p) = (¢,p)-

(ii) Existe la transformacién inversa <I>9_1 :T*Q — T*Q tal que @;l[fbg(q,p)] = (¢,p). Ademads
esta transformacién inversa, que también es transformacién candnica, pertenece a la fa-
milia.

(iii) La aplicacién sucesiva de dos transformaciones de esta familia es una nueva transformacién
que también pertenece a la familia.

Dy, [®g, (¢,p)] = Py, 10,(q,p) -

En coordenadas, escribiremos

Q’L:Q’L((Lpae)v PZ:Pz(q;p70), 121,2,,TL,

de tal forma que para pequenos valores de # la transformacion ® estara representada por unas
ecuaciones de la forma

Qi = qi+0ai(qp)
P, = pi+0bi(q,p)

donde las funciones a; y b; vienen dadas por

@i = [da%}e:o’ bi = [Cii?}e:o'
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Una transformacion (g,p) — (Q, P) causada por un cambio pequenio de 6, y cuyas ecuaciones
pueden ser descritas en primer orden de 6, se suele denominar transformacion infinitesimal.

Recordemos que la funcién Fy = ) ;4P genera la transformacién identidad. Por consigu-
iente parece l6gico suponer que una familia uniparametrica de transformaciones candnicas que
reduce a la identidad cuando # = 0 admite como funcién generatriz una funcién de tipo Fy de
la forma

F2(Q7P’9) = ZQJ'I)J' +0W(q,P,(9),
J

de tal forma que las ecuaciones de la transformacién son

Qi_@Pi =q

(6W)7 0k

oF, pi —Pi+9(

0
- dq W)

0q;

En primer orden del parametro 6 las ecuaciones anteriores quedan de la forma

8G)’

oG
Op; ) ’

Qizqi+9( 9

Pi:pi_0<

donde la funcién G, que viene dada por

dFy

G="%

:|9:0 - hen_l)OW(qvpae)v
se denomina generador (o generador infinitesimal) de la familia #-dependiente de transforma-
ciones canonicas. Conviene resaltar que hemos utilizado la propiedad (Q, P) — (gq,p) cuando
f# — 0. Asimismo conviene resaltar la funcién generatriz F» y el generador G estdn relacionadas
pero son funciones distintas.

Los resultados anteriores nos dan las ecuaciones de la transformacion (¢, p) — (@, P) cuando
f sufre cambios muy pequenos pero, como hemos supuesto que esta familia tiene estructura de
grupo, toda transformacién finita se puede considerar como una aplicaciéon sucesiva transforma-
ciones infinitesimales asociadas a pequenos valores de 6.

Si consideramos @ y P como funciones de 8 entonces los cambios que sufren cuando 8 cambian
vienen dados por las siguientes ecuaciones

dQ 9G dP _ dG

g~ 0P’ do Q-

Lo realmente interesante de estas ecuaciones es que son ecuaciones de tipo Hamiltoniano donde la
evolucién temporal (cambio con respecto al tiempo) ha sido sustituida por evolucién con respecto
al pardmetro € (cambio con respecto al parametro ). Por consiguiente cuando el pardmetro 6
varia de forma continua desde un valor inicial § = 6y (que puede ser 6y = 0) hasta un cierto
valor final #; entonces las coordenadas y momentos sufren unos cambios que estan gobernados
por ecuaciones de Hamilton. Se trata de una evolucién Hamiltoniana donde el tiempo t y la
funcion H han sido sustituidos por 6 y G respectivamente.
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7.3.2 Teorema de Liouville y sistemas de Liouville

Un caso particular de grupo uniparamétrico de T.C. se obtiene considerando como pardmetro 6
el tiempo t. En este caso

(i) El cambio que sufren (g;, p;) cuando el pardmetro # varia de forma continua desde un valor
inicial #y hasta un valor final #; pasa a ser la evoluciéon temporal del sistema desde el
instante inicial ¢y hasta un tiempo final ¢;.

(ii) La aplicacién #-dependiente ®y pasa a ser la aplicacién t-dependiente ®; y las ecuaciones
que representan la transformacion 6-dependiente

Ql:Ql(Q)p>9)> PZ:Pz(qapag)a Z:1,2,,7’L,

pasa a ser ecuaciones que representan la evolucion temporal del sistema
q’i:q’i(q()?po?t)? pi:pi(qoapoat)a L= 1’27"'an'

(iii) Los P. de P. fundamentales se mantiene invariantes a lo largo de toda la evolucién temporal
{a:(t),as(t)} =0, {pr(),ps(t)} =0, {qr(t),ps(t)} = rs -

(iv) El generador G de esta familia uniparamétrica es el propio Hamiltoniano H del sistema.

En resumen la evolucién temporal de un SH puede ser considerado como una sucesién de
transformaciones candnicas infinitesimales generadas por la funcién H.

Hemos visto (en un apartado anterior) que una transformacién canénica preserva el volumen
del espacio de fases (teorema de Liouville para transformaciones candnicas). Puesto que la
evolucion temporal es una sucesién de transformaciones candnicas, llegamos a la conclusiéon de
que se cumple la siguiente propiedad conocida como teorema de Liouville.

La evolucién temporal de un sistema Hamiltoniano preserva el volumen del espacio
de fases.

Una region 2 del espacio de fases contiene un conjunto de puntos que representan posibles
estados iniciales del sistema. La evolucién temporal hace que cada punto se desplace trazando
una trayectoria y, como consecuencia de ello, podemos considerar que la region () se desplaza
desde su posicién inicial Q(tg) hasta ocupar una nueva posicién €2(¢1). El teorema de Liouville
establece que Q(t) ocupa el mismo volumen en todo instante de tiempo ¢. Conviene resaltar que
Q(t) puede sufrir cambios de forma e incluso distorsiones importantes pero siempre de tal modo
que el volumen se mantenga invariante.

Un sistema dindmico cuya evolucién temporal preserva el volumen del espacio de fases se de-
nomina sistema de Liouville. Es importante resaltar que todo sistema Hamiltoniano es sistema
de Liouville pero el reciproco no es cierto. Existen sistemas de Liouville que no son Hamiltoni-
anos. Podemos representar esta situacién de la siguiente forma
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Sistemas Hamiltonianos C  Sistemas de Liouville

Un sistema Hamiltoniano es un sistema de Liouville peculiar en el que la propiedad de Liouville
es consecuencia de la existencia de P. de P. En el caso general, la propiedad de Liouville exige
que se preserve el volumen pero esta propiedad es mas débil que la existencia de una estructura
Hamiltoniana.

7.4 Familias de transformaciones canonicas 11

7.4.1 Transformaciones infinitesimales y P. de P.

Consideremos una variable dindmica (funcién definida en el espacio de fases) R = R(q,p). Una
variaciéon del parametro # causard un cambio en las (g;, p;) que, en primer orden del pardmero
f, vendra dado por

(gi,pi) = (¢ + Oai, pi + 60b;) .

El efecto causado sobre la funcién R vendra dado por

R(qg+0a,p+00b) = R(q,p) +00R(q,p),

donde é R viene dado por

1= o= S G) B+ (5) B oo

%

Recordando que se ha probado que los valores de dg;/df y dp;/df estan relacionados con la

funcién G, llegamos a
OR 0G  OR 0G
1= (G 50~ o0, 3)

Consecuentemente el cambio que sufre R bajo una transformacién canénica infinitesimal gener-
ada por la funcién G viene dada por el P. de P. de R con G

SR = {R,G}.

Una forma alternativa de visualizar esta propiedad es la siguiente. Las 2n funciones (aj, b;)
pueden ser interpretadas geométricamente como las 2n componentes de un campo vectorial X¢g
definido en el espacio de fases 2n-dimensional 7*Q. Si denotamos por X (T*Q) el conjunto de
todos los campos vectoriales definidos en el espacio 7@ entonces tendremos que X¢g € X (1T*Q)
estard determinado por sus 2n componentes

Xg — (al,...,an,bl,...,bn).

El campo vectorial X determina un operador diferencial de la forma
0 0
Xg — Z@—%—Zly—
E 8(]]' ; 8pj
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que representaremos con la misma notacion, esto es en lo sucesivo X denotara tanto el campo
vectorial como el operador diferencial asociado. La accién de Xg sobre una funcién R(g,p)
vendra dada por
OR OR
Xa(R) = Zaj (T) + ij (f) ;
j G Pi

que conduce a
oG OR > B Z (8G OR

sl — — ) ={R,G}.
Op; 0g; 0q; 8pj> { }

Xa(R) = (
J J

El resultado anterior, que es cierto para toda variable dindmica R, puede ser aplicado al
caso particular R = H. Consideremos un grupo uniparametrico de T.C. generado por cierta
funcién G; entonces el Hamiltoniano H, que determina las ecuaciones del movimiento, sufre una

modificaciéon § H que, a primer orden del pardametro 6, viene dado por
0H ={H,G}.
Como consecuencia de este resultado tenemos la siguiente propiedad

Las funciones que son constantes del movimiento para un Hamiltoniano H son
los generadors de los grupos uni-paramétricos de Tansf. Canodnicas que dejan el
Hamiltoniano invariante.

7.4.2 Accién de un grupo de transformaciones sobre una variable dindmica.
Evolucion temporal

Este cambio podré ser calculado utilizando un desarrollo de Taylor

) 0+ S50 S5

— 3
R0 = R0 + [ G |0+ 5 )

donde é R viene dado por
dR
[@]0 = {R.G}.

Por iteracién se obtienen los coeficientes de orden superior

[‘5;5}():{{3,@},@}, [f;j]oz{{{R,G},G},G}, ......

La serie de Taylor para R(#) conduce a un desarrollo en serie de potencias donde el coeficiente

n-ésimo de la serie viene dado por la aplicacién reiterada (por la derecha) del P. de P. con el
generador G

R(0) = R(0) + {R,G} 0 + %{{R, GY,G} 6% + %{{{R, GY,G},G} 0% + ...
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Se ha probado que cualquier funcién (diferenciable) G puede ser considerada como funcién ade-
cuada para generar un grupo uniparamatrico de TC. Pero resultan particularmente interesantes
las familias generadas por funciones con un significado dindmico interesante como por ejemplo
un momento p; o una componente J; del momento angular.

Consideremos, a modo de ejemplo, el grupo generado por la componente J, del momento
angular. En este caso la funcién G viene dada por

G:Jz:xpy_ypx-

Entonces una funcién R(q,p) sufre un cambio que viene dado por

R(6) = R(0) + {R, J.} 0+ %{{R, FAWAY %{{{R, AWAWAY- NS

Consideremos el efecto de esta transformacion sobre la componente x del vector posicién. En-
tonces obtenemos

1 1
z(0) =z + {x,J.} 0+ 5{{3:, J.},J. Y 0% + g{{{m, T3, T 603 +
Teniendo en cuenta

{xv‘]Z}:_y’ {{xﬂjz}ﬂjz}:_x’ {{{xﬂ]Z}v‘]Z}ﬂ]z}:ya

el valor de z() queda de la siguiente forma

— Lo bos 1
$(6)—x—y9—ax0 +§y9 +ax9 +...

lo que conduce a
_ Lo, 1y L3, 1 5
= x cosf —ysinf.

Por consiguiente, la funcién G = J, genera el grupo uniparamétrico de rotaciones del plano
zy alrededor del eje z.

En el caso particular de que el parametro 6 sea el tiempo ¢ y la funcién G sea el Hamiltoniano
H, la serie anterior adopta la siguiente forma

1 1
R(t) = R(0) + {R, H} t + o {{R, H}, H}* + 5 HU{R HY HY, H}t + ...
Es claro que si R es constante del movimiento entonces {R,H} = 0y R(t) = R(0). Por otra
parte este desarrollo particularizado para R = ¢; y R = p; nos permite obtener la solucién de la
dindmica

1 1
Qi(t> = Qi0+{inH}Ot+5{{qi7H}aH}0t2+§{{{Qi7H}7H}’H}Ot3+"'
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1 1
pi(t) = pio+{pi, H}gt + g{{% HY, H}t* + g{{{pi» HYy,H},H},t* + ...

Consideremos a modo de ejemplo el Hamiltoniano del oscilador arménico

1 1
G=H=—p"+=kz®, k=muw?.
2m 2

Entonces la posicién x de la particula como funcién del tiempo ¢ viene dada por

2(t) = 2o+ {, H}y t + %{{x,H}, Hy £ + %{{{x, HY.HY, H}y "+ ...

Teniendo en cuenta

p
{x,H}:E, {p,H} = —kzx
obtenemos
iU(t):xo-l-lpo—lﬁxot2+lipot3—l—lk—2mt4+...
m 2!'m 3! m?2 4! m?
lo que conduce a
v(t) = o1~ % (wi)? + % iyt )+ 2wt - % (wt)? + é ().

1
= xg coswt + (—) Ppo sinwt .
mw
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